Sobre el teorema fonamental de l’àlgebra by Font i Reverter, Jordi
  
Títol: Sobre el teorema fonamental de l’àlgebra 
 
Autor: Jordi Font I Reverter 
 
Supervisor: Miguel Carlos Muñoz Lecanda 
 
Departament: Departament de Matemàtiques 
 
Any acadèmic: 2015/16 
Grau en Matemàtiques  
 
Universitat Polite`cnica de Catalunya
Facultat de Matema`tiques i Estad´ıstica
Grau en Matema`tiques
Treball de fi de grau
Sobre el teorema fonamental de l’a`lgebra
Jordi Font Reverter
Supervisat per Miguel Carlos Mun˜oz Lecanda
Juliol, 2016
Gràcies a tots els companys de la facultat
que em van ajudar llegint-se els borradors
de les demostracions i al meu tutor,
Miguel Carlos Muñoz Lecanda,
per la seva rigorositat i sentit de l’humor
Resum
El teorema fonamental de l’àlgebra és un enunciat matemàtic que s’ha fet servir en múltiples
ocasions durant la carrera. No obstant mai s’hi ha dedicat temps a fer-li un estudi detallat,
com a molt alguna demostració de passada.
Aquest treball es basa en provar el teorema amb diferents eines apreses durant el grau en
matemàtiques. La idea principal és que es pugui utilitzar per fer-lo arribar amb més facilitat a
l’alumnat.
S’ha fet una introducció inicial, explicant amb més detall les motivacions per les que s’ha fet
aquell treball. Després hi ha un petit resum històric sobre el teorema. Posteriorment es fan una
sèrie de comentaris sobre l’elecció de les demostracions, simplificacions comunes i comentaris
sobre elles. Finalment s’adjunten totes les demostracions redactades de tal forma que es pugin
llegir per si soles, independentment del treball.
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Capítol 1
Introducció
Els polinomis són una de les eines matemàtiques més versàtils que existeixen. La seva cons-
trucció és molt senzilla de fer i es poden enfocar de múltiples formes depenent de si estem
treballant amb àlgebra, càlcul, anàlisi complex, geometria, etc. Un dels teoremes més coneguts
relacionat amb ells és el que s’estudia en aquest treball: el teorema fonamental de l’àlgebra,
que afirma que tot polinomi complex no constant té una arrel.
L’objectiu principal del treball és estudiar diferents demostracions d’aquest teorema uti-
litzant eines apreses durant el grau de matemàtiques, principalment de primer i segon curs.
Entre aquestes demostracions hi haurà una gran diversitat d’estils, sent cadascuna única a la
seva manera.
Aquest treball, a més a més, intenta anar més allà de reproduïr diferents demostracions
amb gran varietat d’eines. Intenta aprofundir sobre què significa entendre una demostració i
sobre quines possibilitats es poden obrir quan un teorema és provat. Durant el grau s’enuncien
i proven un gran ventall de lemes, proposicions i teoremes. No obstant, quan un alumne
llegeix una demostració tendeix a considerar-la entesa quan simplement s’han seguit totes les
implicacions lògiques.
Durant l’elaboració del treball vaig llegir un gran nombre d’articles relacionats amb el teo-
rema fonamental de l’àlgebra. La primera vegada que ho vaig fer em vaig limitar a comprendre
per separat totes les proves que es feien. En aquell moment em vaig donar per satisfet, però
durant la següent reunió amb el tutor em vaig adonar d’un fet que em va semblar sorprenent:
no vaig ser capaç de reproduïr les demostracions que havia llegit i considerat compreses.
Llavors vaig veure que no havia arribat a interioritzar les proves que es feien en els articles.
Havia entés cada silogisme de forma individual però no m’havia format una imatge global sobre
quin era el funcionament de cada demostració. La segona vegada que els vaig llegir vaig ser
capaç de tenir una visió més desenvolupada sobre quina era la idea principal en la qual es basava
cada prova. Això em va fer veure la importància de fer un petita introducció en cadascuna
d’elles, explicant amb quina idea s’enfocava i quines eines s’anaven a fer servir.
Més endavant em vaig trobar amb un detall interessant. Ja tenia una idea general de ca-
da demostració i quina era la intuició que havien tingut els seus respectius autors al moment
d’enfocar-la. Malgrat aquest progrés em vaig adonar, mentre les redactava, que les copiava quasi
literalment. Gràcies a l’ajut del meu tutor em vaig fixar que hi havia articles on l’autor treba-
llava amb conceptes molt més generals. Un estudi detallat sobre les eines que feia servir cada
demostració ens va fer veure que en alguns casos es podien fer simplicacions o generalitzacions
que mantenien la idea principal i, a la vegada, ajudaven a una millor comprensió.
Al final van sortir diferents demostracions que mantenien la intuició de l’article on estaven
basades però que, a la vegada, es feien més senzilles de comprendre sense perdre rigurositat. Des-
prés de reflexionar sobre el que significava entendre una demostració vaig arribar a la conclusió
que existien tres nivels: seguir, explicar i aportar. Aquest últim cas no implica necessàriament
3
4 CAPÍTOL 1. INTRODUCCIÓ
trobar un nou teorema ni res per l’estil, millorar una demostració a base de simplificar-la ja és
una aportació a la matemàtica.
L’altre punt sobre el que es volia aprofundir era sobre les conseqüencies de provar un teorema.
Centrant-nos en el nostre cas, sobre què significa que un polinomi complex no constant tingui
una arrel. Cada demostració és tan diferent de les altres que no ha estat possible establir una
relació global. Pensem que hi ha d’haver algun concepte que escapa a la nostra comprensió.
El treball comença amb un breu resum històric del teorema fonamental de l’àlgebra per tal
d’agafar una idea general de com ha anat evolucionant al llarg del temps. El següent apartat
es divideix en diferents parts: en la primera es comenta quines demostracions hem escollit i
els motius. Posteriorment s’enuncien i es proven, o justifiquen, consideracions i simplificacions
comunes que es poden fer en elles. Després es comenten resultats comuns i alguns errors
detectats en certs articles. Per acabar, l’últim apartat és el recull de totes les demostracions
redactades de tal forma que es puguin fer servir fora del treball, en particular a la classe o com
problemes dirigits.
Capítol 2
Resum històric
La matemàtica en el segle XVI era molt diferent a la dels nostres temps. Molts enunciats que
actualment els consideraríem trivials o àmpliament acceptats eren objecte de discussió i debat
en aquella època. A més a més, l’àlgebra encara s’havia de desenvolupar i no va ser un camí
fàcil. Molts matemàtics d’aquell període la rebutjaven ja que la veien simplement com una eina
feixuga per a resoldre problemes geomètrics. No va ser fins més endavant que es va començar
a acceptar el potencial d’aquesta disciplina.
El teorema fonamental de l’àlgebra és un cas on no es pot definir bé la primera vegada
que es va plantejar. Això es deu a la situació en la que es trobava el càlcul al segle XVI.
En aquells temps es treballava principalment amb nombres racionals i alguns irracionals molt
concrets, com
√
2,
√
3, pi, etc. En aquell moment el concepte de nombre complex encara no
existia de forma precisa, doncs els matemàtics es concentraven sobretot en resultats que fossin
interpretables en el sentit físic. Com a molt es tenia la idea de nombre imaginari o impossible,
el qual va sorgir a partir del càlcul de les arrels quadrades de nombres negatius. Això va fer
que es dificultés molt veure resultats com que totes les arrels d’un polinomi real són complexes,
ja que no es tenia una visió concreta d’aquest cos de nombres.
En aquest resum històric, basat en el llibres [9, 16], començarem parlant sobre les propietats
de les arrels d’un polinomi no constant, després veurem l’evolució de la visió que es tenia al
llarg de la història i acabarem indicant les diferències que hi havia respecte l’actualitat.
1. Les arrels d’un polinomi
Sigui p(x) = a0 + a1x + . . . + anxn un polinomi real no constant, és a dir, n ≥ 1. Definim
zero, arrel o solució com un element c d’un cos K, el qual és una extensió de R, tal que p(c) = 0.
A partir d’ara quan parlem d’equacions polinòmiques ens referirem a elles simplement com
equacions.
Des de que es va definir per primer cop el concepte de polinomi, un problema molt interes-
sant associat a aquest ha estat trobar-ne les arrels. La forma més immediata era calculant-les
explícitament, amb les fórmules conegudes de les equacions de segon, tercer i quart grau atri-
buïdes a G. Cardano, (1501-1576), o N. F. Tartaglia, (1499-1557). En aquests casos es poden
calcular en funció dels coeficients a0, a1, . . . , an de p. En l’actualitat es pot veure que aquestes
arrels són sempre nombres complexos degut a que s’obtenen a partir d’expressions radicals.
El problema succeeix en polinomis de grau cinc o major. N. H. Abel, (1802-1829), va
demostrar el 1826 que era impossible resoldre equacions a partir del cinquè grau mitjançant
únicament expressions radicals.
A més a més, durant l’època anterior a C. F. Gauss, (1777-1855), es creia en l’existència
d’arrels en “una espècie de terra de ningú”, que actualment interpretaríem com una extensió
de C, i després es volia veure si aquestes arrels eren, de fet, complexes.
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Estructurem cronològicament la visió que s’ha anat construint del teorema fonamental de
l’àlgebra, començant per la seva primera aparició fins com s’accepta actualment.
2. A. Girard, (1595-1632), i R. Descartes, (1596-1650)
P. Roth, (1580?-1617), va afirmar el 1608 que una equació de grau n tenia com a molt n
solucions. F. Vieta, (1540-1603), va ser capaç de donar equacions de grau n amb exactament
n solucions gràcies al seu teorema d’arrels d’equacions.
El primer matemàtic en afirmar que existien exactament n arrels va ser Girard el 1629.
Girard no va aportar cap demostració del seu enunciat. Només va donar exemples que recolzaven
la seva hipòtesi com l’equació x4 − 4x+ 3 = 0, que té com a arrels 1, 1, −1 + i√2, −1− i√2.
Girard no va afirmar que les arrels no reals (o com les definia ell, aquelles que ni són positives
ni negatives) fossin necessàriament de la forma a+b
√−1, amb a, b ∈ R. De fet va deixar oberta
la possibilitat que existissin arrels no complexes. Actualment la seva conjectura és equivalent
al següent enunciat:
Conjectura de Girard: Per a tot polinomi p ∈ R[x] de grau n existeix una extensió K tal
que p té exactament n arrels, no necessàriament diferents, en K. K conté C però pot ser més
gran.
Descartes va escriure el 1637 un resum de tot el que es coneixia sobre les equacions en aquell
moment. A més a més, va aportar un resultat considerablement important: si un polinomi
s’anul·la en c, aleshores aquest polinomi és divisible pel factor (x − c). Descartes va prendre
una posició vaga respecte la conjectura presentada per Girard.
3. G. Leibniz (1646-1716)
Degut als seus esforços per integrar funcions racionals a partir de descomposar-les en frac-
cions parcials, Leibniz es va preguntar si era possible que tot polinomi real es pogués descom-
pondre en producte de factors de primer i segon grau.
El 1702 va presentar un treball on defensava que no era possible, oferint el següent contra-
exemple:
x4 + a4 = (x2 − a2i)(x2 + a2i) = (x+ a
√
i)(x− a
√
i)(x+ a
√−i)(x− a√−i), (2.1)
on afirmava que cap producte de dos factors de l’expressió (2.1) resultava en un polinomi
real de segon grau.
Desafortunadament Leibniz no es va adonar que
√
i es pot expressar de la forma a+ bi, ja
que
√
i =
√
2
2 (1 + i),
√−i =
√
2
2 (1− i).
Llavors resulta que el producte del primer factor de (2.1) amb el tercer i el segon amb el
quart són polinomis reals:
x4 + a4 = (x2 + a
√
2x+ a2)(x2 − a√2x+ a2),
amb el que hauria vist que la seva afirmació era errònia.
4. L. Euler (1707-1783)
En una carta que va enviar Euler el 1742 a N. Bernoulli, (1687–1759), va enunciar el teorema
de la factorització precisament en la forma en la que Leibniz havia afirmat que no era possible.
7Bernoulli havia proposat un contraexemple erròniament, que era el polinomi x4 − 4x3 +
2x2 + 4x+ 4, el qual té com a arrels
x1,2 = 1±
√
2 + i
√
3, x3,4 = 1±
√
2− i√3.
Però resulta que (x− x1)(x− x3) i (x− x2)(x− x4) són polinomis reals, amb el que es trenca
el contraexemple.
Temps més tard Euler va enviar una carta al seu amic i company C. Goldbach (1690-
1764), on repetia la seva afirmació tot i que va reconèixer no haver estat capaç de demostrar-la
completament.
Goldbach es va mostrar escèptic amb aquesta afirmació i va presentar un fals contraexemple:
x4 + 72z2 − 20, el qual Euler va factoritzar immediatament.
En aquesta carta Euler menciona de passada que les arrels no reals de polinomis reals es
poden agrupar per parelles tals que el producte sigui un polinomi real de segon grau. Aquest
enunciat ens pot semblar trivial avui en dia però en aquell moment, on encara no estava clar
que totes les solucions fossin complexes, era un enunciat interessant.
El teorema de la factorització d’Euler va més enllà de la conjectura de Girard.
Teorema fonamental de l’àlgebra per polinomis reals: Tot polinomi p ∈ R[x] de grau n
té exactament n arrels en C.
Euler va ser capaç de demostrar rigorosament aquest teorema per polinomis de grau menor o
igual que sis. El 1749 va intentar resoldre el cas general. La seva idea consistia en descomposar
qualsevol polinomi mònic de grau 2n ≥ 4 com un producte p1p2 de dos polinomis mònics de
grau m := 2n−1. Si es podia demostrar en aquest cas, tindríem que seria cert per tot polinomi
p 6≡ 0 de grau k. Si multipliquem p per axd, on a = 1/an i d és un enter tal que k + d és
potència de dos, obtenim un nou polinomi axd p(x), el qual és mònic i de grau 2n. Per tant, el
podem descomposar de la manera que ell suggeria.
Euler assumia que p és de la forma p(x) = x2m + a2m−2x2m−2 + a2m−3x2m−3 + . . . , és a
dir, considerava que el coeficient a2m−1 era nul. Això es pot fer sempre utilitzant la translació
x 7→ x− (1/2m) a2m−1.
Aleshores p1, p2 prenen la forma:
p1(x) = xm + uxm−1 + αxm−2 + βxm−3 + . . .
p2(x) = xm − uxm−1 + λxm−2 + µxm−3 + . . .
(2.2)
degut a que els coeficients de xm−1 només es diferencien en signe si anul·len el coeficient de
x2m−1 en p.
Multiplicant p1 i p2, igualant-ho a p i comparant coeficients en resulta un sistema d’equacions
que involucren a2m−2, a2m−3, . . . i u, α, β, λ, µ, . . . .
Euler afirmava que α, β, λ, µ, . . . són funcions racionals en u, a2m−2, a2m−3, . . . , per tant
substituint aquestes funcions en els coeficients α, β, λ, µ, . . . afirmava obtenir un polinomi
en u de grau
(
2m
m
)
i amb terme constant negatiu. Aleshores, pel teorema de Bolzano, aquest
polinomi té un zero en la variable u.
Euler només va fer aquests càlculs explícitament en el cas 2m = 4. Pel cas general va eludir
els detalls referents als càlculs que proposava. Aquest fet va ser criticat per Gauss i altres
matemàtics més endavant.
5. J. R. d’Alembert (1717-1783)
El 1746 d’Alembert va fer el primer intent seriós de demostrar el teorema de la factorització,
que diu que tot polinomi real es pot expressar com a producte de termes lineals i quadràtics.
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La idea consistia en minimitzar el mòdul del polinomi p utilitzant un argument apropiat.
D’Alembert va fer servir la següent proposició auxiliar sense demostrar-la, fet que no va succeir
fins el 1851 a mans de V. Puiseux, (1820-1883).
Proposició: Per a tota parella (b, c) de nombres complexos tals que p(b) = c existeixen un
enter q ≥ 1 i una successió complexa (cn)n∈N tals que la sèrie
h(w) = b+
∞∑
k=1
ck(w − c)k/q
és convergent en un veïnat de c. Els complexes w propers a c compleixen p(h(w)) = w.
D’Alembert començava amb els nombres reals b, c tals que p(b) = c, on c és el mínim global
del mòdul de p. Aleshores veia que si c 6= 0, usant l’expansió de Puiseux, es poden trobar
nombres complexos z1, w1 amb |w1| < c tals que f(z1) = w1. Repetint aquest procediment i
fent servir l’argument de compacitat, que d’Alembert no va poder fer, ens acostem a un zero
de p.
Aquesta demostració, no obstant, era massa poc formal com per ser acceptada actualment.
Gauss la va criticar precisament per aquest motiu però va comentar que creia possible construir
una demostració rigorosa seguint el mateix argument.
Tot i que les demostracions de d’Alembert i Euler tenien els seus defectes, la seva obra va
fer que es comencés a acceptar la visió que la sola existència de la unitat imaginària i =
√−1
era suficient per garantir n solucions en una equació de grau n, entrant en escena el cos C.
6. J.-L. Lagrange (1736-1813) i P. Laplace (1749-1827)
Lagrange va publicar els anys 1772 i 1774 uns articles on criticava la demostració d’Euler.
Entre els diferents motius va remarcar el fet que l’equació en u que s’obtenia de (2.2) podia
tenir coeficients amb indeterminació del tipus 0/0.
Lagrange va intentar demostrar el teorema de la factorització a partir de la idea de p = p1p2
proposada per Euler. Gràcies als seus resultats en permutacions d’arrels va ser capaç d’arreglar
errors en la demostració d’Euler, però seguia pressuposant l’existència d’arrels.
El 1795 Laplace va provar de demostrar el teorema d’una forma diferent a com ho havien
intentat Euler i Lagrange. Va utilitzar idees relacionades amb els discriminants dels polino-
mis. No obstant, va cometre el mateix error que els seus predecessors, donant per suposada
l’existència d’una arrel.
7. C. F. Gauss (1777-1855) i les seves crítiques
El 1799 Gauss va escriure la seva tesi doctoral. Allà criticava de forma ben argumentada les
demostracions de d’Alembert, Euler i Lagrange. Una de les seves principals objeccions consistia
en que en aquestes demostracions sempre s’assumia l’existència d’arrels en un polinomi de grau
n i ell defensava que era necessari provar-ho.
Gauss va presentar un problema que succeïa al pressuposar l’existència d’arrels: Sigui un
polinomi p(x) = xn + axn−1 + . . . el qual no té arrels. Aleshores, segons els càlculs que feien els
seus predecessors, la suma d’aquestes arrels no existents donaria −a, resultat que és absurd.
En aquell moment Gauss desconeixia la demostració de Laplace, així que no va ser fins el
1815 que va publicar la crítica a la seva demostració, la qual tornava a caure en el mateix error.
En l’època de Gauss la pregunta que es formulaven els matemàtics no era si existien arrels
d’una equació sinó quina forma tenien i si eren sempre complexes. La conjectura de Girard
s’interpretava pràcticament com un axioma i, per tant, mai s’argumentava. Durant molt de
temps es va creure en l’existència d’una jerarquia de nombres imaginaris en els que els complexos
9eren els més simples. No va ser fins el segle XVIII que es va començar a acceptar que les solucions
de les equacions mai escapaven del domini C, generant-se així el següent plantejament:
Conjectura: Tots els nombres “imaginaris” són de la forma a+ b
√−1, amb a, b ∈ R.
Aquest enunciat és equivalent a afirmar que C és complet i no admet cap extensió algebraica.
Les objeccions de Gauss van perdre el sentit quan es va demostrar l’existència d’un cos de
descomposició per tot polinomi, el qual va fer que les demostracions existents resultessin ser
correctes.
8. Les quatre demostracions de Gauss
Gauss va oferir quatre demostracions del teorema fonamental de l’àlgebra. En elles aportava
com a nou element principal la justificació de l’existència d’una arrel i no el seu càlcul. Malgrat
aquest fet Gauss mai es va considerar el primer matemàtic en demostrar el teorema fonamental.
La primera demostració va ser publicada el 1799. Utilitzava eines topològiques però tenia
certes imperfeccions tal i com ho veuríem actualment. La idea consistia en considerar que les
arrels d’un polinomi p de grau n ≥ 1 són els punts d’intersecció de les corbes reals algebraiques
(< p)(z) = 0 i (= p)(z) = 0, on < p i = p són respectivament la part real i la imaginària de p.
Per R suficientment gran existeixen 2n punts per a cada corba tals que intersequen amb
els cercles |z| = r, on r > R. Per tant, fora d’un disc DR = {z ∈ C; |z| ≤ R} aquests punts
es poden associar a 2n branques contínues Ak i Bk, 1 ≤ k ≤ 2n, les quals tendeixen a infinit.
Aquestes són de tal forma que entre dues branques consecutives de la corba (< p)(z) = 0 n’hi
ha una de la corba (= p)(z) = 0 i viceversa.
Gauss concloïa aleshores que, amb aquesta alternança de les posicions, les corbes necessària-
ment havien d’intersecar dins del disc. Per justificar això Gauss utilitzava una proposició de
geometria que afirma que si una branca no compacta s’introdueix en un espai fitat, aleshores
necessàriament n’ha de sortir.
El problema és que aquesta última proposició no estava provada en aquell moment i Gauss
la va justificar de paraula, fet que va criticar A. Ostrowski, (1893-1986), el 1920. Ell deia
que Gauss havia fet servir propietats de les corbes algebraiques que, malgrat que en l’època
d’Ostrowski ja s’havien provat, en la de Gauss encara no ho estaven.
La segona demostració que va presentar Gauss va ser el 1816 i era quasi completament
algebraica. L’únic element que utilitzava d’anàlisi era que un polinomi real de grau senar té un
zero real. Gauss agafava la idea algebraica d’Euler juntament amb una simplificació proposada
el 1759 per F. Foncenex, (1734-1799). En aquest article Gauss va utilitzar per primera vegada
una variable indeterminada x com un element per a realitzar una demostració. Històricament
les variables indeterminades només s’havien fet servir per a expressions tancades, no com a un
element dins l’argument de la prova.
La tercera demostració també era del 1816, la qual tornava a ser topològica. Consistia en
comptar el nombre de circuits que fa la imatge p(z) al voltant del zero quan z es mou en una
corba tancada també al voltant del zero.
La quarta demostració, publicada el 1849, tenia un factor que es diferenciava remarcable-
ment de les altres. Fins aquell moment totes les proves, incloses les de Cauchy, Abel o Jacobi,
tenien en comú que estaven dissenyades únicament per a polinomis reals. No va ser fins la
quarta demostració de Gauss, la qual era una variació de la primera, que es va provar el mateix
teorema per polinomis complexos.
No obstant, actualment coneixem que és suficient tenir demostrat el cas amb polinomis
reals. Si p(z) = anzn + an1zn1 + . . . + a0 és un polinomi complex no constant, definim p(z) =
anz
n + an−1zn−1 + . . . + a0. Aleshores q = pp és un polinomi real i, si c ∈ C és una arrel de q,
o bé c o bé c és una arrel de p. Demostrar el teorema fonamental de l’àlgebra per polinomis
complexos és equivalent a demostrar-ho per polinomis reals.
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9. R. Argand (1768-1822) i A. L. Cauchy (1798-1857)
El 1814 Argand va presentar una demostració considerada una de les més senzilles que
existeixen. Argand, que ja havia esbossat l’essència de la seva prova en el seu assaig sobre
la representació dels nombres complexos, simplifica la idea bàsica de d’Alembert. Utilitza el
teorema general de l’existència de mínim en funcions contínues, arribant així a un nou tipus de
demostració. Però, com no va justificar l’existència d’aquest mínim, la seva demostració no va
ser acceptada en un principi. Cauchy, per la seva banda, va publicar el 1820 una demostració
que era en essència la mateixa que la d’Argand però de forma més accessible, contribuint així
a una major difusió de les idees d’Argant.
Fins i tot en la demostració de Cauchy el fet que |p| hagi d’assolir un mínim no està establerta
pròpiament, només va ser possible després que s’introduís el concepte general de compacitat,
entre d’altres.
El mètode de la demostració d’Argand va ser adoptat en diferents obres com les de R.
Lipschitz, (1832-1903), o G. Chrystal, (1851–1911). Malgrat això, actualment la prova d’Argand
ha tendit a caure a l’oblit.
10. El teorema fonamental de l’àlgebra: abans i ara
Avui en dia ens pot costar comprendre la forma d’enfocar les solucions d’una equació abans
del segle XIX. És difícil entendre per què en l’època anterior a Gauss es creia en una espècie
de “zona extraterritorial” on vivien les solucions, el que actualment seria equivalent a dir una
extensió del cos R, i després voler veure que sempre es podien expressar com nombres complexes.
També és curiós el fet que en molts pocs llibres d’àlgebra d’abans del segle XIX enunciessin el
teorema explícitament, malgrat que després treballessin indirectament amb ell. És més, una de
les poques mencions que es tenen és la del predecessor de Gauss en l’Observatori A.G. Kästner,
(1719–1800), el qual en un article publicat el 1767 el va enunciar com un axioma.
Actualment el teorema fonamental de l’àlgebra és un enunciat d’àlgebra i de teoria de
funcions holomorfes àmpliament acceptat. Totes les demostracions conegudes requereixen en
algun punt alguna eina i/o concepte no algebraic. En alguns casos són elements molt bàsics,
com el zero real en un polinomi real de grau senar o el càlcul d’arrels quadrades de nombres
complexes utilitzant la forma polar.
Molts matemàtics creuen que no és possible trobar una demostració purament algebraica ja
que el cos R, i conseqüentment la seva extensió C, es construeixen a partir del cos Q mitjançant
idees amb l’origen en l’anàlisi.
Capítol 3
Elecció de demostracions i resultats
comuns
3.1 Elecció de les demostracions
Per poder realitzar aquest treball hem llegit diversos articles i llibres relacionats amb el teorema
fonamental de l’àlgebra. No obstant, no s’han estudiat amb detall les demostracions de tots
aquests documents per diferents motius:
1) El treball està encarat principalment en la idea que les demostracions es puguin fer amb
eines apreses durant la carrera. Això ha estat un criteri per una tria inicial doncs no ens
interessava, per exemple, una demostració que estigués basada en anàlisi no estàndard.
Els articles on succeïa aquest fet eren [13, 19, 24].
2) El nivell de detall en els articles varia en cadascun. Mentre alguns justifiquen tots els seus
passos altres donen per suposat alguns elements en la seva demostració. Quan aquest
últim cas és dut a l’extrem en resulta una demostració pràcticament impossible de seguir
i molt feixuga d’analitzar. Per això s’ha donat prioritat als articles més comprensibles.
Alguns exemples d’aquestes demostracions són [7, 12, 27, 34].
3) Ens hem trobat amb un article el qual utilitzava eines molt simples apreses durant la carrera.
No obstant, el fet que es treballés amb elements tan senzills feia que les demostracions
fossin extremadament llargues i farragoses. Hem preferit agafar-ne d’altres més elegants
i amb eines més potents. L’article en qüestió és [28].
4) Algunes demostracions estaven ben redactades i tenien un estil que encaixava amb el que
buscàvem. Malgrat això s’han descartat unes quantes per tal de no augmentar el gruix
de pàgines. Les demostracions d’aquest tipus són [5, 6, 29, 35].
5) Ens hem trobat un article on la demostració era errònia, llavors l’hem descartat directament.
És el cas de [3], veure la secció 3.4. per més detalls.
Usant aquests criteris per les demostracions hem acabat escollint les que apareixen sintetit-
zades en aquest treball. L’estil és molt variat, a l’igual que la metodologia utilitzada.
3.2 Simplificacions i consideracions prèvies
En aquest apartat enunciarem i provarem, si s’escau, una sèrie d’enunciats que ens poden
ser útils en les demostracions que farem servir més endavant. Aquestes consideracions estan
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encarades a la busca d’arrels de polinomis i normalment no es farien si l’estudi estigués enfocat
en un altre sentit.
1. Tota funció contínua f : Rn → R tal que lim‖x‖→∞ f(x) =∞ té un mínim global.
Demostració: Primer de tot veurem que f pren valors prou grans fora d’una bola tancada
centrada en zero i de radi suficientment gran. Després provarem que existeix un mínim en
aquest disc i que és global.
Per començar volem veure que existeix r ∈ R, r > 0, tal que
f(x) > f(0), ‖x‖ ≥ r. (3.1)
Efectivament, com que lim‖x‖→∞ f(x) =∞ tenim que per tot M ∈ R existirà rM ∈ R>0 tal
que
f(x) > M, ‖x‖ ≥ rM .
Només ens cal agafar M = f(0) i obtenim r = rf(0) amb el que es verifica (3.1).
Considerem per aquesta r > 0 obtinguda la bola tancada de radi r centrada en zero,
Dr := {x ∈ Rn; ‖x‖ ≤ r}.
Com Dr és compacta i f contínua tenim pel teorema de Weierstrass, veure [22], que f té
un mínim en Dr. Sigui x0 ∈ Dr un punt tal que f assoleix el valor mínim, és a dir:
f(x) ≥ f(x0), ‖x‖ ≤ r. (3.2)
Aleshores per (3.1) es té
f(x) ≥ f(0) ≥ f(x0), ‖x‖ ≥ r, (3.3)
ja que 0 ∈ Dr.
Per tant, combinant (3.2) i (3.3) obtenim que f(x0) és un mínim global.

2. Tota funció contínua f : Rn → R tal que lim‖x‖→∞ f(x) = 0 està fitada. És a dir, existeix
M ∈ R>0 tal que ‖f(x)‖ < M per tot x ∈ Rn.
Demostració: Primer de tot, si f és la funció constant nul·la hem acabat ja que tota funció
constant està fitada.
En cas contrari ha d’existir un punt x∗ ∈ Rn tal que ‖f(x∗)‖ > 0. Aleshores veurem que
‖f‖ pren valors prou petits fora d’una bola tancada centrada en zero, que conté x∗ i de radi
suficientment gran. Després provarem que existeix una fita per aquest disc i que és global.
Per començar volem veure que existeix r ∈ R>0, tal que
‖f(x)‖ < ‖f(x∗)‖, ‖x‖ ≥ r. (3.4)
Efectivament, com que lim‖x‖→∞ f(x) = 0 tenim que per tot ε > 0 existirà rε > 0 tal que
‖f(x)‖ < ε, ‖x‖ ≥ rε.
Només ens cal agafar ε = ‖f(x∗)‖ > 0 i obtenim r = r‖f(x∗)‖ amb el que es verifica (3.4).
Considerem per aquesta r > 0 obtinguda la bola tancada de radi r centrada en zero,
Dr := {x ∈ Rn; ‖x‖ ≤ r}. Notem que x∗ ∈ Dr.
Com Dr és compacta i ‖f‖ contínua tenim pel teorema de Weierstrass, veure [22], que ‖f‖
està fitada en Dr. Sigui M ∈ R>0 una d’aquestes fites, és a dir:
‖f(x)‖ < M, ‖x‖ ≤ r. (3.5)
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Aleshores per (3.4) es té
‖f(x)‖ < ‖f(x∗)‖ < M, ‖x‖ ≥ r, (3.6)
ja que x∗ ∈ Dr.
Per tant, combinant (3.5) i (3.6) obtenim que M és una fita global.

Comentari: En aquesta proposició, a diferència de l’anterior, no podem suposar x∗ = 0 ja que
es podria donar el cas f(0) = 0.
3. Per estudiar i provar l’existència d’una arrel en el polinomi p(z) = anzn + an−1xn−1 + . . .+
a1z + a0 amb an 6= 0 podem considerar
an = 1,
a0 6= 0.
Justificació: Per ser an 6= 0 podem definir el polinomi
q(z) = (1/an)p(z).
On tenim que p i q tenen les mateixes arrels.
Amb això podem veure que a l’hora de demostrar l’existència d’una arrel podem considerar
que el polinomi és mònic.
Per altra banda, també podem considerar a0 6= 0 degut a que, si ho fos, p tindria trivialment
el zero com a arrel i ja hauríem acabat.

4. En el que segueix i quan sigui necessari identificarem C amb R2 a efectes topològics i de
continuïtat i diferenciabilitat de funcions reals.
5. La part real i imaginària de p(x + iy) = u(x, y) + i v(x, y) compleixen les equacions de
Cauchy-Riemann, és a dir:
ux(x, y) = vy(x, y),
vx(x, y) = −uy(x, y).
Entenent ux, uy, vx, vy com les derivades parcials de les funcions u, v respecte les variables x, y.
Demostració: Observem que la derivada de p existeix i també que derivar un polinomi és
una aplicació algebraica lineal. Aleshores considerem la definició de derivada utilitzant límits:
p′(x+ iy) = lim
h→0, h∈C
p(x+ iy + h)− p(x+ iy)
h
=
= lim
h→0, h=(s,t)
u(x+ s, y + t)− u(x, y)
h
+ i lim
h→0, h=(s,t)
v(x+ s, y + t)− v(x, y)
h
Definim ara la funció f : R2 → R2 com
f(x, y) = p(x+ iy) = u(x, y) + i v(x, y) = (u(x, y), v(x, y)).
Com que sabem que la derivada existeix en tot punt, tenim que el límit existeix i és inde-
pendent del complex h que prenem per fer-lo. Estudiem dos casos possibles en funció d’h:
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1) h ∈ R⇒ p′(x, y) = ux + i vx
2) h ∈ iR⇒ p′(x, y) = −i uy + vy
Per tant, igualant la part real i imaginària, obtenim ux = vy, uy = −vx. Això és el mateix que
dir
Df =
(
ux uy
vx vy
)
=
(
ux uy
−uy ux
)
,
que equival a afirmar que aplicar Df és multiplicar pel nombre complex ux − i uy.

6. Si p és un polinomi complex sense zeros, aleshores f = 1/p és una funció entera.
3.3 Resultats comuns
Després d’un exhaustiu estudi de les demostracions ens hem adonat d’un detall molt interessant.
Es pot veure un polinomi de formes molt diferents, sigui des d’un punt de vista algebraic, de
càlcul, analític, geomètric...
Aquest fet queda reflectit en les demostracions, doncs en general són molt variades. S’ha
de tenir en compte que s’han fet servir principalment eines d’àlgebra lineal, càlcul diferencial i
integral, topologia, anàlisi complex i subvarietats de Rn. Són assignatures molt diferents entre
elles, el que fa que cada demostració sigui única.
No obstant, sí que ha estat possible veure una sèrie d’elements comuns:
1) Les demostracions basades en càlcul i anàlisi complex solen treballar amb reducció a l’ab-
surd. Suposem que el polinomi complex no constant p no té arrels i llavors arribem a una
contradicció.
Normalment aquest mètode es basa en construir una funció f , que depèn de p, la qual
compleix alguna propietat si, i només si, p no té cap zero. Llavors utilitzem algun teorema
el qual es pot aplicar a f si compleix precisament aquesta propietat.
Aleshores es comprova que aquest teorema no és cert per f . Amb això s’obté que p
s’anul·la necessàriament en algun punt.
2) Les demostracions de tipus algebraic o topològic acostumen a provar resultats més forts que
el propi teorema fonamental de l’àlgebra.
Exemples d’aquests serien la demostració d’àlgebra lineal, que prova que tot endomorfisme
de Cn a Cn té un VEP, o la de la projecció estereogràfica, que prova directament que la
imatge de p és tot C.
3) Es fa servir freqüentment el fet que els polinomis complexos siguin funcions contínues i
holomorfes de R2 en R2.
3.4 Errors trobats en articles
3.4.1 Error en [8]
La demostració d’aquest article té un error en la prova del lema 6.
Per realitzar la demostració del lema 6 es treballa amb el subespai de les matrius complexes
antisimètriques de dimensió n: S = Skewn(C) = {B ∈Mn(C); Bt = −B}.
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Aleshores defineix dos endomorfismes en S. Un d’ells és L1(B) = AB − BAt, on A és una
matriu arbitrària però fixada. El problema està en que aquesta funció no és un endomorfisme
en S. Si intentem comprovar-ho:
L1(B)t = (AB −BAt)t = BtAt − ABt = −BAt + AB = L1(B).
Llavors es té que la imatge d’una matriu antisimètrica per L1 és una matriu simètrica no
trivial. Per tant L1 no és un endomorfisme de l’espai S.
No obstant, si en comptes d’utilitzar la funció de l’article treballem amb L1(B) = AB+BAt
tenim que és un endomorfisme de l’espai S i funciona per la prova del lema 6, com es pot
comprobar en la demostració d’àlgebra lineal.
3.4.2 Error en [3]
La demostració d’aquest article utilitza eines topològiques. Les consideracions prèvies que fa
l’article són les següents:
1) La demostració utilitza principalment el teorema de Brouwer, enunciat i provat en [25].
Teorema de Brouwer: Sigui D un disc tancat de C i f : D → D una funció contínua.
Aleshores f té un punt fix en D.
2) El mètode consisteix en fer servir una funció contínua adequada f : DR → DR, construïda
a partir del polinomi p, on DR és un disc centrat en zero de radi R apropiat.
3) Es vol que la imatge de f restringida en DR estigui dins del propi disc DR i f sigui de tal
forma que el seu punt fix sigui un zero del polinomi.
4) Es treballarà amb la forma polar de z, és a dir z = reiθ, r ∈ R>0, θ ∈ [0, 2pi).
El radi que es suggereix en l’article és R = 2 + |a0| + . . . + |an−1|. Aleshores es construeix
la següent funció:
f(z) =

z − p(z)
Rei(n−1)θr
|z| ≤ 1
z − p(z)
Rzn−1
|z| ≥ 1,
(3.7)
on z = reiθ. Si trobem un punt z0 tal que f(z0) = z0 ja haurem acabat.
En aquest punt és on s’arriba a l’error, quan es justifica que la funció f està ben definida i
és contínua. Es fan els següents comentaris per provar-ho:
1) Si |z| ≤ 1, f és contínua ja que el denominador no s’anul·la mai. L’únic possible punt on
podria estar mal definida seria en el cas z = 0 perquè aleshores θ no estaria ben definida.
Però com que en aquest cas r = 0 tenim que f(0) = −p(0), el qual no depèn de θ.
2) Si |z| ≥ 1, f també és contínua ja que el denominador no s’anul·la en ningun punt del
domini.
3) Podria haver-hi discontinuïtat en els punts z tals que |z| = 1. Fixem-nos que no és així ja
que en les dues expressions el resultat coincideix, doncs en tots dos casos és igual a
z − p(z)
ei(n−1)θ
.
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El problema està en que es treballa amb la funció g : D2 → S1 definida com g(z) = g(reiθ) =
eiθr. La funció g s’usa en el denominador de la primera part de l’expressió (3.7), elevada a n−1
i multiplicada per R.
El problema que hi ha és que g està mal definida. És l’inconvenient d’elevar eiθ amb un
nombre real no enter: queda mal definit per valors de θ que difereixin en múltiples de 2pi.
A més a més fixem-nos que, per construcció de f , es necessita que g compleixi el següent:
1) La funció g va de D2 a S1 i és contínua.
2) La funció g restringida a S1 és la identitat.
Però un resultat ben conegut de topologia ens diu precisament que no poden existir funcions
d’aquest tipus, veure [25]. Per tant la construcció d’f està mal definida i la demostració sencera
falla.
Aquest és un error típic al considerar coordenades polars:
P : (0,∞)× [0, 2pi) −→ R2 \ {(0, 0)}
(r, θ) 7−→ (r cos θ, r sin θ).
L’aplicació P és contínua i bijectiva però la seva inversa P−1 : R2 −→ [0,∞) × [0, 2pi) no és
contínua ens els punts (x, 0) amb x > 0.
Posteriorment a la publicació de [3] els autors van reconèixer el seu error, veure [4]. A més
a més A. Aleman en [1] prova la impossibilitat de demostrar el teorema fonamental de l’àlgebra
utilitzant el teorema de Brouwer. Com aquest autor senyala, aquesta demostració errònia ha
estat utilitzada en publicacions posteriors, veure [14, 26].
Capítol 4
Demostracions detallades
En aquest apartat tractarem deu demostracions del teorema fonamental de l’àlgebra. S’han
classificat en referència a temes d’assignatures del grau en matemàtiques. Cada demostració té
adjunta les seves pròpies referències, permetent així que es pugui llegir de forma completament
independent del treball.
En la següent llista veurem els noms de les demostracions, la idea principal en la que es
basen i els articles o llibres als quals es fan referència:
1) Demostració amb àlgebra lineal.
Aquesta prova, que prové de l’article [8], demostra que qualsevol endomorfisme de Cn a
Cn té un VEP i, per tant, un VAP associat. A partir d’aquest punt es veu que això és
suficient per provar el teorema fonamental.
2) Demostració amb càlcul diferencial.
Aquesta prova, que prové del llibre [9] i dels articles [10, 17, 32], demostra primer de tot
que la funció real mòdul del polinomi, |p|, té un mínim global.
Després veu que aquest mínim és zero. Per fer-ho suposa que no ho és, és a dir, suposa
que el mínim és estricament positiu. Aleshores construeix un nombre complex tal que la
imatge de |p| en aquest punt és menor que el mínim global, el qual fa que s’arribi a una
contradicció.
3) Demostració amb el teorema dels multiplicadors de Lagrange.
Aquesta prova, que prové de l’article [15], fa servir una proposició que dona condicions
suficients per l’existència d’una arrel comuna en parelles de funcions f, g : R2 → R.
La prova d’aquesta proposició utilitza principalment el teorema dels multiplicadors de
Lagrange, veure [22].
Després es comprova que les funcions part real i part imaginària d’un polinomi complex
no constant compleixen aquestes condicions i ja està.
La proposició usada en aquesta demostració és una generalització de la de l’article [15],
on només es demostra pel cas concret dels polinomis. És a dir, s’ha fet una generalització
i clarificació de les idees que permeten aquesta demostració.
4) Demostració amb el teorema de Green.
Aquesta prova, que prové de l’article [20], construeix una funció f : R2 → R que depèn
d’un polinomi complex no constant p. La funció f és C∞ si, i només si, p no s’anul·la mai.
Aleshores, suposant que p no s’anul·la, es té que f compleix les condicions del teorema de
Green, veure [30], sobre una circumferència centrada en zero. Llavors es comprova que la
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igualtat que surt del teorema de Green no es compleix per a f , amb el que es té que p
s’ha d’anul·lar en algun punt.
5) Demostració amb topologia algebraica elemental
Aquesta prova, que prové del llibre [21] i està recolzada amb [25], construeix una funció
f : S1 → S1 que depèn d’un polinomi complex no constant p.
Després, si suposem que p no s’anul·la mai, es poden construir dues homotopies per a f .
Una d’elles resulta en que el grau de la funció f és zero i l’altra en que el grau de f és el
grau del polinomi p.
Això implica que el polinomi és de grau zero, el qual entra en contradicció amb la hipòtesi
del teorema que diu que p no és constant.
6) Demostració amb polinomis reals.
Aquesta prova, que prové de l’article [2], demostra primer que l’existència d’una arrel com-
plexa per polinomis reals no constants és suficient per garantir l’existència en polinomis
complexos.
Després prova, usant anàlisi complex, que efectivament tot polinomi real no constant té
una arrel complexa.
7) Demostració amb sèrie de potències.
Aquesta prova, que prové de l’article [33], suposa que un polinomi complex no constant
p no s’anul·la mai. Aleshores la funció complexa f = 1/p seria entera i, per tant, admet
una sèrie de potències complexes.
Aleshores troba un radi a partir del qual la sèrie de potències associada a f és divergent.
Aquest resultat es contradiu amb el fet que f sigui entera i, per tant, p s’ha d’anul·lar en
algun punt.
8) Demostració amb el teorema de Liouville.
Aquesta prova, que prové del llibre [11], suposa que un polinomi complex no constant p
no s’anul·la mai. Aleshores es veu que la funció complexa f = 1/p està acotada i pel
teorema de Liouville, veure [11], és constant.
Això ens porta a que el polinomi p també és constant, el qual entra en contradicció amb
la hipòtesi del teorema que diu que p no ho pot ser.
9) Demostració amb les equacions de Cauchy-Riemann
Aquesta prova, que prové de l’article [18], suposa que un polinomi complex no constant
p no s’anul·la mai. Aleshores, a partir de lemes que utilitzen les equacions de Cauchy-
Riemann, es veu que llavors la funció complexa f = 1/p ha de necessàriament idèntica-
ment nul·la.
Aquest resultat es contradiu amb la construcció de la funció f . Per tant p s’ha d’anul·lar
en algun punt.
10) Demostració amb la projecció estereogràfica
Aquesta prova, que prové del llibre [23], construeix una funció f : S2 → S2 a partir de
projeccions estereogràfiques i un polinomi complex no constant p. Després demostra que
f és exhaustiva el qual, per construcció d’f , es té que p també és exhaustiu, provant així
el teorema fonamental.
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4.1 Demostració amb àlgebra lineal
TEOREMA FONAMENTAL DE L’ÀLGEBRA:
Tot polinomi complex no constant p(z) = anzn + an−1zn−1 + . . .+ a1z + a0
té una arrel complexa.
Simplificacions i consideracions prèvies a la demostració:
1) Considerarem que el polinomi és mònic a partir dels enunciats previs.
2) Aquesta demostració, veure [1], consistirà en associar a tot polinomi p un endomorfisme
lineal A : C → C adequat. L’endomorfisme A estarà construït de tal forma que el seu
polinomi característic sigui p.
Llavors provarem que tot endomorfisme complex té un VEP associat i, per tant, un VAP.
Aleshores el VAP de l’endomorfisme A serà un zero de p i haurem acabat.
3) Per demostrar que tot endomorfisme complex té un VEP veurem primer que tot endomor-
fisme real de dimensió senar també en té. A partir d’aquí arribarem a que també és cert
per endomorfismes complexes de dimensió senar i després ho generalitzarem per qualsevol
dimensió major que zero.
DEMOSTRACIÓ:
Primer de tot veiem un cas particular del teorema:
Lema 1: Tot polinomi mònic real no constant de grau senar té un zero real.
Demostració del lema 1: Ja que el polinomi p és de grau senar i mònic es complirà que
limx→∞ p(x) = ∞ i limx→−∞ p(x) = −∞. Per tant existiran a, b ∈ R tals que a < b, p(a) <
0, p(b) > 0 i pel teorema de Bolzano sobre funcions reals contínues tenim que existeix un valor
c ∈ (a, b) tal que p(c) = 0.

Per generalitzar el cas anterior treballarem amb els cossos R o C. Anomenarem K al cos
quan pugui ser qualsevol dels dos anteriors. Aleshores a cada polinomi p(x) = xn + an−1xn−1 +
...+ a1x+ a0 li associarem una matriu P , coneguda com la matriu companya:
P =

0 0 · · · 0 −a0
1 0 · · · 0 −a1
0 1 · · · 0 −a2
... ... . . . ... ...
0 0 · · · 1 −an−1

on ai ∈ K = R,C són els coeficients del polinomi.
Lema 2: La matriu P compleix que det(xI − P ) = xn + an−1xn−1 + ... + a1x + a0. És a dir,
llevat de signe, p és el polinomi característic de P .
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Demostració del lema 2: Ho provem per inducció sobre n.
En el cas n = 1, P = (−a0), llavors
det(xI− P ) = det(x+ a0) = x+ a0
Suposem-ho cert fins a n. Veiem el cas n+ 1:
det(xI− P ) =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x 0 · · · 0 a0
−1 x · · · 0 a1
0 −1 · · · 0 a2
... ... . . . ... ...
0 0 · · · −1 x+ an
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= x
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x 0 · · · 0 a1
−1 x · · · 0 a2
0 −1 · · · 0 a3
... ... . . . ... ...
0 0 · · · −1 x+ an
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+
+1
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 · · · 0 a0
−1 x · · · 0 a2
0 −1 · · · 0 a3
... ... . . . ... ...
0 0 · · · −1 x+ an
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= x(xn + anxn−1 + . . .+ a2x+ a1) + a0 =
= xn+1 + anxn + an−1xn−1 + . . .+ a1x+ a0.
On a la primera matriu de la segona igualtat hem fet servir la hipòtesi d’inducció.

Comentari 1: Fixem-nos que la demostració és independent del cos K = R,C on pertanyin
els coeficients ai.
Aleshores a aquestes matrius les podem associar endomorfismes en la base canònica de Kn.
Per tant, a partir del lema 2, tenim que trobar arrels del polinomi p és equivalent a trobar VAPs
del seu endomorfisme associat. Llavors la nostra demostració consistirà en demostrar que tot
endomorfisme de Cn té un VAP, o equivalentment, té un VEP.
Començarem pel cas real. Enunciem ara un lema que és equivalent al lema 1, només
canvia si veiem el polinomi real com una funció contínua o com el polinomi característic d’un
endomorfisme.
Lema 3: Sigui n ∈ N senar i A : Rn → Rn un endomorfisme. Aleshores A té un VEP.
Demostració del lema 3: Si A és un endomorfisme real de grau n senar, aleshores det(xI−A)
és un polinomi real mònic de grau senar i, pel lema 1, té un zero. Per tant A té un VAP i
conseqüentment un VEP.

Lema 4: Sigui n senar i A1, A2 : Rn → Rn dos endomorfismes que commuten. Aleshores tenen
un VEP comú.
Demostració del lema 4: Ho provarem per inducció sobre la dimensió n.
En el cas n = 1:
Agafem un element v ∈ R, v 6= 0 i tenim que Aiv = wi = wiv
v
= λiv on λi =
wi
v
, i =
{1, 2}. Així doncs, tots els elements v 6= 0 són VEPs en tots dos endomorfismes.
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Suposem-ho cert per tots els nombres senars menors que n.
Veurem que aleshores es compleix per n. Pel lema 3 tenim que A2 té un VEP i, per tant,
un VAP, λ2 ∈ R. Definim aleshores W = ker(A2 − λ2Id), Z = Im(A2 − λ2Id).
Demostrem que W i Z són invariants sota A1 i A2:
a) La invariància sota A2 és immediata per construcció.
b) Veiem que W és invariant per A1 :
w ∈ W ⇔ A2(w) = λ2w ⇒ A1(A2(w)) = A1(λ2w)⇒
⇒ A2(A1(w)) = A1(A2(w)) = λ2A1(w)⇔ A1(w) ∈ W
on la única condició que cal que compleixin A1 i A2 és que commutin.
La invariància de Z per A1 es prova de forma anàloga.
Considerem dos casos diferents depenent de W :
1) W 6= Rn
Degut a que dimW + dimZ = n i n és senar tenim que o bé dimW o bé dimZ és
senar. Aleshores, com que dimW, dimZ < n i són invariants sota A1 i A2 obtenim
per hipótesi d’inducció que A1 i A2 tenen un VEP comú en W o en Z, aquell que
tingui la dimensió senar.
2) W = Rn
Qualsevol vector de Rn és VEP d’A2, amb VAP λ2. En concret els VEPs d’A1, els
quals existeixen pel lema 3, també ho seran i, per tant, aquests són comuns a tots
dos endomorfismes.

Comentari 2: El resultat del lema anterior també és cert si substituïm Rn per un R-espai
vectorial de dimensió n.
Lema 5: Sigui n senar i A : Cn → Cn un endomorfisme. Aleshores A té un VEP.
Demostració del lema 5: Sigui V = Hermn(C) = {B ∈ Mn(C); B∗ = B}, on B∗ = B¯t. V
és un R-espai vectorial però no un C-espai vectorial ja que la diagonal de B ∈ V és real.
Definim les aplicacions
L1 : V −→ V L2 : V −→ V
B 7→ AB +BA
∗
2 B 7→
AB −BA∗
2i
que verifiquen (L1 + iL2)(B) = AB.
Comprovem que estan ben definides dins V , són lineals i commuten:
Ben definides: Fem només el cas amb L1 ja que amb L2 és anàleg. Si B ∈ V :
L1(B)t =
(
AB +BA∗
2
)t
= B
tAt + ABt
2 =
BAt + AB
2 =
BA∗ + AB
2 = L1(B),
aleshores L1(B) ∈ V .
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Lineals: Immediat a partir de la construcció.
Commutativitat: Calculem (L1 ◦ L2)(B):
(L1 ◦ L2)(B) = L1(L2(B)) = L1
(
AB −BA∗
2i
)
=
A
AB −BA∗
2i +
AB −BA∗
2i A
∗
2 =
= A
2B − ABA∗ + ABA∗ −BA∗2
4i =
A2B −BA∗2
4i
Fent el mateix càlcul amb (L2 ◦ L1)(B) es comprova que coincideixen.
Com que dimRV = n2, que és senar per ser-ho n, tenim pel lema 4 que L1 i L2 tenen un VEP
comú B ∈ V amb λ1, λ2 ∈ R els VAPs respectius. És immediat calcular que L1(B) + iL2(B) =
AB. Amb això observem que:
AB = (L1 + iL2)(B) = (λ1 + iλ2)B
Per tant, qualsevol columna no nul·la de B és un VEP d’A associat a λ1 + iλ2 com a VAP.

Lema 6: Sigui n senar i A1, A2 : Cn → Cn dos endomorfismes que commuten. Aleshores tenen
un VEP comú.
Demostració del lema 6: Degut al lema 5 tenim existència de VEPs per qualsevol endo-
morfisme de Cn. Fent exactament la mateixa demostració que en el lema 4 però amb el cas
complex en comptes del real hem acabat.

Comentari 3: El mateix resultat és cert si es substitueix Cn per un C-espai vectorial de
dimensió n.
Lema 7: Siguin n, d ∈ N, n, d > 0 amb d no divisor de n. Considerem els enunciats:
a) Si A : Cn → Cn es lineal, aleshores A té un VEP.
b) Si A1, A2 : Cn → Cn són dos endomorfismes que commuten, aleshores tenen un VEP
comú.
Es verifica que a) ⇒ b).
Demostració del lema 7: Anàloga als lemes 4 i 6, l’únic canvi és que en la fórmula dimW +
dimZ = n del lema 4 tenim que o d no divideix dimW , o no divideix dimZ o a cap dels dos,
ja que d no divideix n per hipòtesi de l’enunciat.

Comentari 4: El mateix resultat és cert si es substitueix Cn per un C-espai vectorial de
dimensió n.
Lema 8: Siguin k, n ∈ N on n, k ≥ 1 tal que n és múltiple de 2k−1 però no de 2k. Si
A : Cn → Cn és un endomorfisme, aleshores té un VEP.
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Demostració del lema 8: Ho demostrarem per tot n treballant amb inducció sobre k.
El cas k = 1 és exactament el lema 5.
Suposem-ho cert per tot natural menor que k i.e. n és múltiple de 2k−1 però no de 2k.
Sigui S = Skewn(C) = {B ∈ Mn(C); Bt = −B} com el C-espai vectorial de les matrius
antisimètriques on n és parella i k ≥ 2 que compleix la condició anterior.
Considerem les aplicacions
L1 : S −→ S L2 : S −→ S
B 7→ AB +BAt B 7→ ABAt
les quals demostrarem que estan ben definides en S, són lineals sobre C i commuten:
Ben definides: Comprovem només el cas L1 ja que amb L2 és anàleg. Si B ∈ S:
(L1(B))t = (AB +BAt)t = BtAt + ABt = −BAt − AB = −L1(B),
aleshores L1(B) ∈ S.
Lineals: Immediat a partir de la construcció.
Commutativitat: Farem només el càlcul de la composició en un ordre.
(L1 ◦ L2)(B) = L1(L2(B)) = L1(ABAt) = AABAt − ABAtAt = A2BAt − ABAt2.
Procedint igual amb L2 ◦ L1 veiem que ens dóna el mateix resultat.
Fixem-nos que dimC S = n(n − 1)/2 degut a la antisimetria i a que la diagonal dels
elements de S és necessàriament nul·la. Per altra banda, a partir de l’enunciat, tenim que
n = 2k−1m on m és senar. Aleshores
n(n− 1)
2 =
2k−1m(2k−1m− 1)
2 = 2
k−2m(2k−1m− 1).
Llavors, com k ≥ 2, tenim que 2k−1m− 1 és senar i, per tant, dimC S és múltiple de 2k−2
però no de 2k−1.
Aleshores, per hipòtesi d’inducció, tenim que qualsevol endomorfisme de S té un VEP.
Llavors, en concret, també en tindran L1, L2 i, com a conseqüència del lema 7, en tenen
un en comú B. Per tant L1(B) = λ1B i L2(B) = λ2B on λ1, λ2 ∈ C. Veiem llavors que
λ2B = ABAt = A(λ1B − AB)⇒ Aλ1B − A2B − λ2B = 0⇒ (A2 − λ1A+ λ2Id)B = 0,
on a la segona igualtat hem fet servir que BAt = λ1B − AB.
Si α, β ∈ C són les arrels del polinomi x2 − λ1x+ λ2, tenim
0 = (A2 − λ1A+ λ2I)B = (A− αI)(A− βI)B.
Sigui v ∈ Cn una columna no nul·la de B. Si (A− βI)v = 0, v és VEP d’A amb β com a
VAP. Si w = (A− βI)v 6= 0, aleshores w és un VEP d’A amb VAP α.
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Fixem-nos que aquest argument també és cert en el cas α = β. Per tant A té un VEP en
qualsevol cas.

Comentari 5: Les arrels complexes d’un polinomi de segon grau es poden calcular explí-
citament amb la fórmula habitual, per aquest motiu hem obviat la demostració de la seva
existència.
Comentari 6: Fixem-nos que la demostració del lema 8 no funciona a Rn ja que els polinomis
reals de segon grau no tenen solucions reals en el cas de que el discriminant sigui negatiu.
Corol·lari: Qualsevol endomorfisme A : Cn → Cn, on n ≥ 1 és finit, té un VEP.
Demostració del corol·lari: Immediat a partir de que n és necessàriament de la forma
n = 2km on k ≥ 0 i m és senar.

Amb aquest últim enunciat tenim completada la demostració. Si p és un polinomi com-
plex qualsevol en calculem el polinomi mònic associat dividint-lo pel seu coeficient dominant.
Després a aquest li associem la seva matriu companya P , la qual identificarem com un endo-
morfisme de Cn en la base canònica. Pel corol·lari anterior tenim que aquest endomorfisme
tindrà un VEP i, per tant, tindrà associat un VAP, sigui λ ∈ C. Aleshores, pel lema 2, tenim
que p(λ) = det(λI− P ) = 0 pel fet de ser un VAP. Amb això obtenim que λ és un zero de p i
hem acabat.

Comentari 7: Fixem-nos que la demostració no és certa si p és un polinomi constant ja que
la dimensió de P és el grau del polinomi. Llavors és necessari que el grau sigui major que zero.
Referències
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4.2 Demostració amb càlcul diferencial
TEOREMA FONAMENTAL DE L’ÀLGEBRA:
Tot polinomi complex no constant p(z) = anzn + an−1zn−1 + . . .+ a1z + a0
té una arrel complexa.
Simplificacions i consideracions prèvies a la demostració:
1) En aquesta demostració, veure [1,2,3,4], treballarem amb la funció |p| : R2 → R, és a dir el
mòdul del polinomi p.
2) Com |p| és contínua i tendeix a infinit quan |z| → ∞, té mínim. Sigui |p(z0)| un d’aquests
mínims.
3) El mètode que es farà servir en la demostració és veure que |p(z0)| = 0.
Per provar-ho suposarem que aquest mínim no és zero i arribarem a una contradicció.
Suposem doncs que |p(z0)| és estrictament positiu.
Llavors veurem que es pot construir un element z∗ ∈ C tal que |p(z∗)| < |p(z0)|, que
contradiu el fet que |p(z0)| sigui mínim global.
4) Podem considerar z0 = 0 substituint el polinomi p pel polinomi p˜(z) = p(z + z0). Per tant
p˜(0) = p(z0) = a0.
Treballarem a partir d’ara amb p˜, tot i que l’anomenarem p per tal de simplificar la
notació, veure comentari final.
DEMOSTRACIÓ:
Volem buscar z∗ ∈ C tal que es compleixi |p(z∗)| < |a0| a partir de |p(0)| = |a0| > 0.
Com que p no és constant existeix un enter m ≥ 1 tal que am 6= 0. Agafant la més petita
d’aquestes m tenim que p es pot expressar com
p(z) = a0 + amzm + zm+1q(z),
on am 6= 0 i q és un polinomi complex de grau n−m− 1 o idènticament zero.
Fixem-nos ara que per valors de z propers a zero tenim que els termes dominants de |p(z)|
són a0 + amzm. Ara agafem w ∈ C tal que a0 + amwm = 0, és a dir, w és una arrel m-èssima
de −a0/am.
El nostre objectiu és veure que si a0 + amzm s’anul·la en w, aleshores |p(z)| ha de ser menor
que |p(0)| en algun punt z del segment que uneix 0 i w. Per tant estudiem p restringit al
segment de zero a w.
Calculem doncs p(tw), on t ∈ (0, 1) ⊂ R.
p(tw) = a0 + am(tw)m + (tw)m+1q(tw) =
= a0 − amtm a0
am
+ tm+1wm+1q(tw) = (1− tm)a0 + tm+1wm+1q(tw).
Si prenem mòduls obtenim
|p(tw)| ≤ (1− tm)|a0|+ tm+1|wm+1q(tw)| = |a0|+ tm(−|a0|+ t|wm+1q(tw)|).
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Observem llavors que si (−|a0|+ t|wm+1q(tw)|) és estrictament negatiu per alguna t ∈ (0, 1), la
qual anomenarem t∗ quan la fixem, aleshores |p(t∗w)| < |a0| = |p(0)|. Per tant, volem trobar
aquesta t∗ ∈ (0, 1) tal que
t∗|wm+1q(t∗w)| < |a0|. (4.1)
Degut a la continuïtat de q, la funció de R en R definida per s 7→ s|wm+1q(sw)| és contínua i
nul·la en zero. Per tant, ja que |a0| > 0 per hipòtesi, existeix t∗ ∈ (0, 1) ⊂ R tal que es compleix
la desigualtat (4.1).
Observem que, per la continuïtat de q i la funció construïda, tenim que existeix δ > 0 tal
que per tota t ∈ [0, δ) es verifica la desigualtat (4.1). A partir d’aquí fixem una t∗ ∈ (0, 1) que
pertanyi a l’interval [0, δ).
Per tant, hem trobat un nombre complex z∗ = t∗w tal que |p(z∗)| és estrictament menor
que el mínim global de |p|, resultat que és impossible per hipòtesi.
Llavors tenim que p(0) = 0 i queda demostrat el teorema fonamental de l’àlgebra.

Comentari: En cas de no fer la simplificació 4) només ens cal expressar p de la forma següent:
p(z) = p(z0) + am(z − z0)m + (z − z0)m+1q(z − z0)
Aleshores, com en la demostració anterior, agafem w que sigui la suma de z0 i una arrelm-èssima
de −p(z0)/am per tal d’anul·lar p(z0) + am(z − z0)m.
Raonant de forma anàloga tenim que per alguna t ∈ (0, 1)
p(z0 + tw) = p(z0) + am(tw)m + tm+1wm+1q(tw)
és menor en mòdul que |p(z0)|. Per tant entra en contradicció amb el fet que |p(z0)| sigui el
mínim global i es té llavors que aquest ha de ser nul.
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4.3 Demostració amb el t. dels multiplicadors de La-
grange
TEOREMA FONAMENTAL DE L’ÀLGEBRA:
Tot polinomi complex no constant p(z) = anzn + an−1zn−1 + . . .+ a1z + a0
té una arrel complexa.
Simplificacions i consideracions prèvies a la demostració:
1) Aquesta demostració, veure [1], es basarà en una proposició que dona condicions suficients
per garantir zeros comuns en parelles de funcions f, g : R2 → R.
2) La proposició utilitzarà principalment corbes de nivell i el teorema dels multiplicadors de
Lagrange, enunciat i provat en [2].
Teorema dels multiplicadors de Lagrange: Sigui C ⊂ R2 una corba amb expressió
implícita de la forma g(x, y) = 0 i f : C → R, totes dues C1. Si f assoleix un extrem
relatiu en (x0, y0), condicionat a g(x0, y0) = 0 i tal que el gradient de g no s’anul·la en
aquest punt, és a dir: ∇g(x0, y0) 6= 0, aleshores existeix λ ∈ R tal que
∇f(x0, y0) = λ∇g(x0, y0).
3) Com hem vist en els enunciats previs, si separem p en part real i imaginària:
p(x+ iy) = u(x, y) + i v(x, y). (4.2)
Aleshores u i v compleixen les equacions de Cauchy-Riemann, és a dir:
ux = vy, uy = −vx.
4) Farem ús de l’enunciat previ que diu que tota funció contínua f : R2 → R tal que
lim|x|→∞ |f(x)| =∞ té un mínim global.
5) Veurem que u i v compliran les condicions de la proposició, amb el que tindrem que tenen
un zero en comú. Llavors podrem construir una arrel de p i haurem acabat.
DEMOSTRACIÓ:
Enunciem i provem la següent proposició:
Proposició: Siguin f, g : R2 → R funcions de classe C1 tals que:
1. ∇f(P ),∇g(P ) són linealment independents per tot P ∈ R2 excepte per un nombre finit
de punts.
2. f(x)2 + g(x)2 −→∞, si |x| → ∞.
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Aleshores existeix Q ∈ R2 tal que f(Q) = g(Q) = 0.
Demostració de la proposició:
Observació inicial: Les condicions anteriors són simètriques en f i g. Per tant tot el que es
provi per una d’elles serà cert per l’altra.
Dividim la demostració en diferents apartats:
1.- La condició 1. implica el següent per les funcions f i g:
a) No són constants ja que en aquest cas el gradient seria nul arreu.
b) Només tenen un nombre finit de punts singulars, que seran punts aïllats.
2.- Sigui a ∈ R, anomenarem Fa, Ga les corbes de nivell a de f, g respectivament. Direm que
Fa o Ga són regulars si no contenen punts singulars ni de f ni de g.
Existeix una infinitat d’aquestes corbes de nivell que són no buides ja que f i g són no
constants i contínues. A més a més només hi ha un nombre finit d’elles que continguin punts
singulars de f o de g. Per tant existeixen infinites corbes de nivell no buides i regulars.
3.- Sigui Fa no buida i regular i que no contingui punts de la condició 1.
Per ser la funció g2 contínua, no negativa i verificar la segona condició de l’enunciat té un
mínim condicionat a f = a, és a dir, sobre Fa. Sigui P ∈ Fa un punt de mínim per a g2 sobre
Fa.
En efecte, si Fa és compacta està clar. Si no ho és, observem que g2|Fa serà no acotada per
la segona condició de l’enunciat, llavors té un mínim per la consideració 4.
4.- Per ser Fa no buida i regular i les funcions f, g de classe C1, en el punt P ∈ Fa s’ha de
verificar la condició de Lagrange. És a dir, existeix λ ∈ R tal que:
∇g2(P ) = λ∇f(P ).
I d’aquí obtenim
2g(P )∇g(P ) = λ∇f(P ).
D’on deduïm que g(P ) = 0, doncs si g(P ) 6= 0 aleshores no es podria complir la condició 1.- de
l’enunciat.
Conseqüentment G0 és no buida.
5.- Si la corba de nivell G0 és regular, aleshores per la condició de simetria entre f i g i aplicant
els apartats 3 i 4 a la funció f i la corba G0 sabem que existeix Q ∈ G0 tal que f(Q) = 0.
En aquest cas hem acabat, doncs f(Q) = g(Q) = 0.
6.- Suposem ara que la corba de nivell G0 no és regular. En aquest cas no podem aplicar el
teorema dels multiplicadors de Lagrange en f sobre G0. Malgrat això es pot construir un altre
argument vàlid.
Tinguem en compte que ∇f(P ) 6= 0 i que els punts de G0 en que ∇g(P ) = 0 són aïllats.
Aleshores podem trobar una successió de nombres reals (an), amb límit cero, tal que les corbes
de nivell Gan verifiquin les següents condicions:
a) Gan 6= ∅.
Perquè hem provat que G0 6= ∅ i g pren una infinitat de valores diferents i, per ser
contínua, també en tots els valors entremigs.
b) Gan són regulars.
Perquè els punts singulars de g són aïllats, ∇g(P ) 6= 0 i g és de classe C1.
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Llavors podem aplicar els apartats 3 i 4 i la simetria entre f i g a las corbes Gan i la funció
f . Per tant existeixen Qn ∈ Gan tals que f(Qn) = 0.
La successió (Qn) ∈ R2 està acotada porque si no estigués no es compliria la condició 2.- de
l’enunciat, ja que f(Qn)2 + g(Qn)2 = a2n, que tendeix a zero en R.
Llavors (Qn) té una subsuccessió convergent, a la que seguirem anomenant (Qn) i que verifica
Qn −→ Q ∈ R2.
Per ser f contínua es té
f(Q) = lim f(Qn) = lim 0 = 0,
g(Q) = lim g(Qn) = lim an = 0.
El punt Q ∈ R2 compleix f(Q) = g(Q) = 0 tal i com volíem.

Comentari: El resultat, amb la mateixa demostració, és vàlid per qualsevol dimensió major o
igual que dos.
Ara farem servir aquesta proposició per provar que p té un zero. Observem que u i v
compleixen les equacions de Cauchy-Riemann, són polinomis en dues variables no constants i
les seves derivades parcials són polinomis no nuls. Per tant tenim el següent:
1) Els gradients ∇u, ∇v tenen un nombre finit de zeros, ja que si fossin infinits també ho
serien els zeros Dp. Però com Dp és un polinomi no nul tenim que el nombre de zeros és
finit.
2) Els punts on ∇u, ∇v no s’anul·len tenen imatges ortogonals degut a les equacions de
Cauchy-Riemann.
Aleshores compleixen les condicions de la proposició i, per tant, existeix Q = (x, y) ∈ R2
tal que
u(x, y) = v(x, y) = 0.
El qual, a partir de l’expressió (4.2), ens porta a veure que p(x+ iy) = 0 i ja hem acabat.
Comentari sobre la demostració: La proposició que es fa servir en aquesta demostració és
diferent de la de l’article [1]. Allà l’autor ho prova només pel cas de funcions polinòmiques, en
aquesta demostració s’ha generalitzar a funcions que compleixin les condicions de l’enunciat.

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4.4 Demostració amb el teorema de Green
TEOREMA FONAMENTAL DE L’ÀLGEBRA:
Tot polinomi complex no constant p(z) = anzn + an−1zn−1 + . . .+ a1z + a0
té una arrel complexa.
Simplificacions i consideracions prèvies a la demostració:
1) Considerarem que el polinomi p és mònic, és a dir an = 1.
2) Aquesta demostració, veure [1], utilitza eines de càlcul integral. Una de les principals és el
teorema de Green, enunciat i demostrat en [2].
Teorema de Green: Sigui C una corba tancada simple orientada positivament i dife-
renciable a trossos en el pla. Sigui D la regió delimitada per C. Si P,Q són dues funcions
de R2 en R que són C1 en l’interior de D, aleshores∫
C
P dx+Qdy =
∫∫
D
(∂xQ− ∂y P ) dx dy.
3) Per definir primeres i segones derivades parcials de x, y sobre una funció f farem servir la
notació ∂xf, ∂yf, ∂2xf, ∂2yf.
4) Definim p com
p = p(x+ iy) = anzn + . . .+ a1z + a0 = anzn + . . .+ a1z¯ + a0.
Observem que es compleix |p|2 = pp.
5) La idea de la demostració consisteix en suposar que p no té cap zero i arribar a contradicció.
En aquest cas definim la funció f : R2 → R de la forma
f(x, y) = ln |p(x+ iy)| = 12 ln |p(x+ iy)|
2.
Com que el logaritme neperià i el mòdul al quadrat d’un polinomi són funcions reals C∞
en el seu domini tenim que f també ho serà si p no s’anul·la mai. Per tant volem arribar
a veure que f no pot ser C∞ a tot R2.
DEMOSTRACIÓ:
Agafem un nombre real r > 0. Sigui Dr = {(x, y) ∈ R2; ‖(x, y)‖ ≤ r} i Cr la seva frontera
orientada en sentit positiu. Si f ∈ C∞ tenim que P = −∂y f, Q = ∂x f també són C∞. Aleshores
pel teorema de Green tenim:∫
Cr
P dx+Qdy =
∫∫
Dr
(∂xQ− ∂y P ) dx dy.
És a dir: ∫
Cr
−∂y f dx+ ∂x f dy =
∫∫
Dr
(∂2x f + ∂2y f) dx dy. (4.3)
El nostre objectiu és calcular per separat els dos termes de la igualtat (4.3) i observar que
no coincideixen. Aleshores es tindrà que f no pot ser C∞ a tot R2 i, per tant, p ha de tenir
algun zero.
Procedim doncs amb el càlcul dels termes de (4.3):
32 CAPÍTOL 4. DEMOSTRACIONS DETALLADES
1) Càlcul del terme de la dreta:
Calculem les derivades parcials de f :
∂x f =
1
2
∂x |p|2
|p|2 , ∂y f =
1
2
∂y |p|2
|p|2 . (4.4)
Calculem les segones derivades parcials:
∂2x f =
1
2
∂2x |p|2
|p|2 −
1
2
(∂x |p|2)2
|p|4 , ∂
2
y f =
1
2
∂2y |p|2
|p|2 −
1
2
(∂y |p|2)2
|p|4 . (4.5)
Ara volem provar que
∂2x f + ∂2y f = 0.
Per fer-ho usarem les següents identitats:
∂y p = i ∂xp, ∂y p¯ = −i ∂x p¯,
∂2y p = − ∂2xp, ∂2y p¯ = − ∂2x p¯.
(4.6)
Degut a la linealitat de la derivació només ens cal veure que les identitats (4.6) són certes
per les expressions del tipus s = (x+ iy)k, ja que p i p són suma finita d’elements d’aquest
tipus. Efectivament
∂y s = ki(x+ iy)k−1 = i ∂x s.
El cas amb p¯ i les segones derivades parcials es calcula de manera anàloga a l’anterior.
Utilitzant que |p|2 = p p¯, la regla de Leibniz i les identitats (4.5), (4.6) es veu que la suma
de ∂2x f i ∂2y f és nul·la. Per tant, juntament amb (4.3), obtenim∫∫
Dr
(∂2x f + ∂2y f) dx dy = 0. (4.7)
Notem que el valor de l’expressió (4.7) no depèn del radi r.
2) Càlcul del terme de l’esquerra:
Tenim que p(x + iy) = (x + iy)n + p1(x + iy), on p1 és un polinomi de grau com a molt
n− 1. Llavors podem escriure
|p(x+ iy)|2 = p(x+ iy) p(x+ iy) = (x2 + y2)n + q(x, y), (4.8)
on q és un polinomi real en les variables x, y de grau com a molt 2n− 1.
Utilitzant l’expressió (4.8) veiem que podem reescriure (4.4) de la següent forma:
−∂y f = − ny
x2 + y2 + P˜ , ∂x f =
nx
x2 + y2 + Q˜,
on
P˜ = −(x
2 + y2) ∂y q(x, y)− 2ny q(x, y)
2|p(x+ iy)|2 (x2 + y2) , Q˜ =
(x2 + y2) ∂x q(x, y)− 2nx q(x, y)
2|p(x+ iy)|2 (x2 + y2) . (4.9)
Calculem doncs la integral del terme de l’esquerra de (4.3). Per fer-ho la dividim en dues
parts: ∫
Cr
P dx+Qdy =
∫
Cr
(
− ny
x2 + y2 dx+
nx
x2 + y2 dy
)
+
∫
Cr
P˜ dx+ Q˜ dy. (4.10)
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Les calculem per separat:
a) La primera integral del terme de la dreta de (4.10) es pot calcular directament. Pa-
rametritzant Cr com cr(θ) := (r cos θ, r sin θ), 0 ≤ θ ≤ 2pi resulta
∫
Cr
− ny
x2 + y2 dx+
nx
x2 + y2 dy =
2pi∫
0
−nr sin θ
r2
(−r sin θ dθ) + nr cos θ
r2
(r cos θ dθ) =
=
2pi∫
0
nr2 sin2 θ
r2
dθ + nr
2 cos2 θ
r2
dθ =
2pi∫
0
n dθ = 2pin.
(4.11)
Notem que el resultat de la integral no depèn del valor del radi r.
b) Calculem la segona integral de (4.10), la qual l’anomenaren I(r) ja que aquesta sí que
varia en funció del radi. Per fer-ho analitzem P˜ , Q˜ definits en (4.9).
Només ho farem en el cas P˜ ja que amb Q˜ és anàleg.
Fixem-nos que P˜ és un quocient de polinomis en les variables x, y i observem el
següent:
b.1) Degut a que q és de grau com a molt 2n− 1, les seves derivades parcials seran
de grau com a molt 2n− 2. Per tant el numerador de P˜ és de grau com a molt
2n.
b.2) El denominador de P˜ és de grau 2n+ 2.
Els enunciats b.1, b.2 també són certs per Q˜. Aleshores tenim:
I(r) =
∫
Cr
P˜ (x, y) dx+ Q˜(x, y) dy =
=
2pi∫
0
[−P˜ (r cos θ, r sin θ)r sin θ + Q˜(r cos θ, r sin θ)r cos θ] dθ = (4.12)
=
2pi∫
0
g(r, θ) dθ.
La funció g és de la forma
g(r, θ) = N(r, θ)
D(r, θ) (4.13)
on
b.3) N(r, θ) és un polinomi en r de grau com a molt 2n + 1 i funcions de θ com a
coeficients.
b.4) D(r, θ) és un polinomi mònic en r de grau 2n + 2 i funcions de θ com a
coeficients.
Conseqüentment, a partir de (4.12) i (4.13) obtenim:
lim
r→∞ g(r, θ) = 0,
lim
r→∞ I(r) = 0.
(4.14)
Per tant, si combinem els resultats (4.11) i (4.14), podem calcular (4.10) quan el
radi tendeix a infinit:
lim
r→∞
∫
Cr
P dx+Qdy = 2pin. (4.15)
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Recapitulant tenim, pel resultat (4.7), que el terme de la dreta de (4.3) és zero independent
de r mentre que el de l’esquerra, per (4.15), tendeix a 2pin quan r →∞.
Aquest resultat és absurd ja que n ≥ 1 degut a que el polinomi p no és constant. Per tant
f no pot ser C∞ arreu i això implica que existeix un punt (x, y) ∈ R2 tal que p(x+ iy) s’anul·la
i ja hem acabat.

Comentari: Fixem-nos que la igualtat (4.3) sí que és certa si el polinomi p és constant.
Per aquest motiu aquesta demostració no serveix en aquest cas.
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4.5 Demostració amb topologia algebraica elemental
TEOREMA FONAMENTAL DE L’ÀLGEBRA:
Tot polinomi complex no constant p(z) = anzn + an−1zn−1 + . . .+ a1z + a0
té una arrel complexa.
Simplificacions i consideracions prèvies a la demostració:
1) Aquesta demostració, veure [1], farà servir eines topològiques. Més concretament les homo-
topies en el pla.
2) Considerarem que el polinomi és mònic, és a dir an = 1.
3) Suposarem que p no s’anul·la mai i arribarem a una contradicció.
Per fer-ho construirem una funció que depèn de p. Aleshores donarem dues homotopies
diferents per calcular el seu grau i veurem que aquests no coincideixen.
4) Donarem per conegut que les homotopies conserven el grau, el grau de les funcions constants
és zero i el grau de (z/|z|)n és n, veure [1,2].
DEMOSTRACIÓ:
Suposem que p no s’anul·la mai, en concret pels punts z ∈ S1. En aquest cas podem definir
la funció f : S1 → S1, f = p/|p|.
Calculem el grau de f de dues formes diferents:
1) Definim primer la homotopia h1 : S1 × [0, 1]→ S1, h1(z, t) = p(tz)/|p(tz)|.
Aquesta homotopia és contínua i està ben definida arreu ja que p no s’anul·la per cap
punt |z| ≤ 1. Observem llavors
h1(z, 0) = p(0)/|p(0)|,
h1(z, 1) = p(z)/|p(z)| = f(z).
Per tant, com que f és homòtopa a la funció constant p(0)/|p(0)| tenim per la consideració
4) que deg f = 0.
2) Per construir l’altra homotopia treballarem amb la funció
g : S1 × [0, 1]→ C, g(z, t) = tnp(z/t) = zn + tan−1zn−1 + . . .+ tna0. (4.16)
Notem que g no s’anul·la mai ja que si succeís en t 6= 0 seria equivalent a afirmar que p
té un zero. Per altra banda en t = 0 tenim g(z, 0) = zn, que no es pot anul·lar perquè el
punt (0, 0) no forma part del domini de g(z, 0).
Definim ara la homotopia h2 : S1 × [0, 1] → S1, h2(z, t) = g(z, t)/|g(z, t)|. Per les con-
sideracions prèvies mencionades sobre g tenim que h2 és contínua i està ben definida.
Observem llavors que
h2(z, 0) = g(z, 0)/|g(z, 0)| = zn/|z|n = (z/|z|)n,
h2(z, 1) = g(z, 1)/|g(z, 1)| = p(z)/|p(z)| = f(z).
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Per tant, com que f és homòtopa a la funció (z/|z|)n tenim per la consideració 4) que
deg f = n.
Aleshores obtenim a partir dels punts 1) i 2) que 0 = n, és a dir, el grau de p és zero. Això
entra en contradicció amb la hipòtesi que p sigui no constant. Llavors té necessàriament un
zero.

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4.6 Demostració amb polinomis reals
TEOREMA FONAMENTAL DE L’ÀLGEBRA:
Tot polinomi complex no constant p(z) = anzn + an−1zn−1 + . . .+ a1z + a0
té una arrel complexa.
Simplificacions i consideracions prèvies a la demostració:
1) En aquesta demostració, veure [1], farem servir eines d’anàlisi complex, principalment el
teorema integral de Cauchy, enunciat i demostrat en [2].
Teorema integral de Cauchy: Sigui f una funció analítica en un domini simplement
connex D. Llavors per qualsevol corba tancada simple C continguda en D es té:∮
C
f(z) dz = 0.
2) Dividirem la demostració en dues parts. Primer veurem que és suficient provar que tot
polinomi real no constant té un zero complex per demostrar el teorema fonamental de
l’àlgebra. Després veurem, amb anàlisi complex, que aquest cas particular és cert.
3) Considerem p el polinomi que té com a coeficients els conjugats del polinomi p.
DEMOSTRACIÓ:
Comencem veient la reducció al cas amb polinomis reals.
Lema 1:
1) Sigui p un polinomi complex i z0 una arrel d’aquest, aleshores z0 és arrel de p
2) Si p és un polinomi real i z0 és arrel de p, aleshores z0 també ho és.
Demostració del lema 1:
1) Si p(z0) = 0, aleshores p(z0) = 0. Per tant, p(z0) = 0.
2) Immediat a partir de que si p és real, aleshores p = p.

Lema 2: Si p és un polinomi de coeficients complexes, aleshores h = pp és un polinomi de
coeficients reals.
Demostració del lema 2: Només ens cal veure que els coeficients d’h són reals. Per la
fórmula de producte de polinomis tenim que el coeficient k-èssim d’h, que notarem com (h)k,
és igual a:
(p p)k =
k∑
j=0
(
k
j
)
aj ak−j.
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Separem el sumatori en dos casos:
a) Si j 6= k − j, agafem els dos termes del sumatori corresponents(
k
j
)
ajak−j +
(
k
k − j
)
ak−jaj.
Com que l’un és el conjugat de l’altre tenim que la suma és real.
b) Si j = k − j, el terme j és igual a
ajak−j = |aj|2,
el qual també és real.
Per tant (p p)k és real per tot k. Llavors podem concloure que h és un polinomi real.

Aleshores, sigui p un polinomi complex no constant. Considerem el polinomi h = pp, que
és real pel lema 2. En el cas que h tingui una arrel complexa z0, obtindrem per construcció d’h
que z0 o bé és arrel de p o bé de p.
Mirem els dos casos possibles:
1) Si z0 és arrel de p, ja hem acabat.
2) Si z0 és arrel de p, tenim pel lema 1 que z0 és arrel de p.
Per tant, és suficient demostrar el teorema fonamental de l’àlgebra amb polinomis reals.
Proposició: Tot polinomi real no constant té una arrel complexa.
Demostració de la proposició: Separem la demostració en dos casos:
1) deg p = 1:
En aquest cas p(z) = a1z + a0, ai ∈ R i tenim que −a0
a1
∈ R és arrel de p.
2) deg p ≥ 2:
Suposarem que p no té cap arrel, aleshores la funció 1/p no té pols. Si arribem a una
contradicció amb el fet que aquesta nova funció sigui regular haurem acabat.
Sigui R ∈ R>0, anomenem ΓR a la unió del segment real [−R,R] i la semicircumferència
superior de radi R centrat en zero. Com que 1/p no té pols, tenim pel teorema de Cauchy:
∫
ΓR
dz
p(z) = 0. (4.17)
Fixem-nos ara que aquesta integral la podem separar en dues parts:
∫
ΓR
dz
p(z) =
R∫
−R
dz
p(z) +
∫
CR
dz
p(z) , (4.18)
on CR és la semicircumferència superior de radi R i centre zero.
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Aleshores, si deg p ≥ 2, parametritzem CR amb cR = (R cos θ, R sin θ), θ ∈ [0, 2pi]. Cal-
culem llavors la integral del terme de la dreta de (4.18):
∫
CR
dz
p(z) =
∫
CR
dx+ i dy
p(x+ i y) =
2pi∫
0
R(− sin θ + i cos θ)
p(R cos θ + i R sin θ)dθ (4.19)
Per tant el numerador de (4.19) serà de l’ordre d’R mentre que el denominador serà de
l’ordre de com a mínim R2. Amb això obtenim que si R → ∞, la segona integral del
terme de la dreta de (4.18) tendeix a zero.
Per tant, a partir de (4.17) i (4.18), si R→∞ obtenim el següent:
∞∫
−∞
dz
p(z) = 0. (4.20)
Però tenim que p només pren valors reals en la integral (4.20) ja que els seus coeficients
són reals i z només recorre la recta real. A més a més, com p no té arrels, manté el signe
per tots aquest valors reals al llarg de la integral.
Això entra en contradicció amb la igualtat (4.20) i, per tant, p ha de tenir alguna arrel
complexa.

Comentari: Per demostrar que la integral (4.17) és nul·la no és necessari el teorema integral
de Cauchy. Degut a que ΓR es pot parametritzar de forma diferenciable a trossos i tenint en
compte que la part real i imaginària de 1/p compliria les equacions de Cauchy-Riemann es pot
provar usant el teorema de Green.
Referències
[1] N. C. Ankeny, One More Proof of the Fundamental Theorem of Algebra, Amer. Math.
Monthly 54 (1947), 464.
[2] B. Fine, G. Rosenberger, The fundamental theorem of algebra, Springer, New York, USA,
1997.
40 CAPÍTOL 4. DEMOSTRACIONS DETALLADES
4.7. DEMOSTRACIÓ AMB SÈRIE DE POTÈNCIES 41
4.7 Demostració amb sèrie de potències
TEOREMA FONAMENTAL DE L’ÀLGEBRA:
Tot polinomi complex no constant p(z) = anzn + an−1zn−1 + . . .+ a1z + a0
té una arrel complexa.
Simplificacions i consideracions prèvies a la demostració:
1) Aquesta demostració, veure [1], consistirà en suposar que p no té cap zero i, com a conse-
qüència, arribar a una contradicció. Si suposem que no en té, aleshores la funció f = 1/p
és entera.
Llavors f es pot expressar com una sèrie de potències. És a dir, existeixen bn ∈ C, n ∈ N,
tal que per tot z ∈ C es verifica f(z) = b0 + b1z + b2z2 + . . . .
2) Volem arribar a contradicció veient que necessàriament la sèrie b0 + b1z + b2z2 + . . . és
divergent per algun z ∈ C. És a dir, f no pot ser entera.
DEMOSTRACIÓ:
Per poder trobar aquesta contradicció, fem ús del següent lema:
Lema 1: Per la successió bn, n ∈ N associada a la funció f = 1/p existeixen c, r ∈ R>0 tals
que per infinites k ∈ N es compleix |bk| > crk.
Demostració del lema 1: Per construcció d’f tenim:
1 = p(z)f(z) = (a0 + a1z + . . .+ an−1zn−1 + anzn)(b0 + b1z + b2z2 + . . . ). (4.21)
Al fer el producte de l’expressió (4.21) i igualant a la funció constant 1 veiem que s’ha de
complir el següent sistema d’equacions:
a0b0 = 1,
a0bn+k + a1bn+k−1 + . . .+ anbk = 0, k ≥ 0, n > 0.
(4.22)
Com a0b0 = 1, ni a0 ni b0 s’anul·len. Per tant podem escollir c ∈ R tal que 0 < c < |b0|. Per
altra banda tenim an 6= 0 i que la funció real definida com r 7→ |a0|rn + |a1|rn−1 + . . .+ |an−1|r
és continua i s’anul·la en zero .
Per tant existeix r ∈ R>0 tal que
|a0|rn + |a1|rn−1 + . . .+ |an−1|r ≤ |an|. (4.23)
Ara volem construir les infinites k ∈ N tals que es compleixi |bk| > crk. Ho farem de
forma inductiva. Primer veurem que es compleix amb el cas base k = 0 i després enunciarem i
provarem un mètode per generar infinites k que compleixen la desigualtat anterior.
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1) El cas base ja el tenim, doncs |b0| > c = cr0.
2) Volem veure ara que si existeix k ∈ N tal que |bk| > crk, aleshores existeix h ∈ {1, . . . , n}
tal que |bk+h| > crk+h.
Ho provarem per reducció a l’absurd. Suposem que per tot h ∈ {1, . . . , n} es compleix
|bk+h| ≤ crk+h. En aquest cas, a partir del sistema d’equacions (4.23) i la desigualtat
(4.24) observem:
|bk| = |a0bn+k + a1bn+k−1 + . . .+ an−1bk+1||an| ≤
≤ |a0||bn+k|+ . . .+ |an−1||bk+1||an| ≤
|a0|crn+k + . . .+ |an−1|crk+1
|an| = (4.24)
= crk
( |a0|rn + |a1|rn−1 + . . .+ |an−1|r1
|an|
)
≤ crk.
Aquest resultat es contradiu amb la hipòtesis d’inducció |bk| > crk. Per tant ha d’existir
h ∈ {1, . . . , n} tal que |bk+h| > crk+h.
Amb aquesta inducció tenim que es poden construir infinites k que compleixen |bk| > crk a
partir del cas inicial amb k = 0. Per tant ja hem provat el lema.

Veiem aleshores que el lema 1 és suficient per demostrar el teorema fonamental de l’àlgebra.
Considerem z = 1/r, tenim per infinites k el següent:
|bkzk| = |bk||z|k = |bk|
rk
> c > 0.
El qual és suficient per demostrar que la sèrie b0 + b1z + b2z2 + . . . és divergent en z = 1/r i,
per tant, per tot |z| > 1/r. Llavors f no pot ser entera i p ha de tenir un zero necessàriament.

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4.8 Demostració amb el teorema de Liouville
TEOREMA FONAMENTAL DE L’ÀLGEBRA:
Tot polinomi complex no constant p(z) = anzn + an−1zn−1 + . . .+ a1z + a0
té una arrel complexa.
Simplificacions i consideracions prèvies a la demostració:
1) Aquesta demostració, veure [1], farà servir principalment eines d’anàlisi complexa. Concre-
tament el teorema de Liouville, enunciat i provat en el propi llibre [1].
Teorema de Liouville: Sigui f : C→ C una funció entera iM ∈ R>0 tal que |f(z)| < M
per tot z ∈ C. Aleshores f és constant.
2) En la nostra demostració farem servir la funció f = 1/p.
Provarem el teorema fonamental de l’àlgebra per contradicció. Suposem que p no té cap
zero, aleshores f serà entera.
3) Volem veure que si f és entera llavors ha de ser constant i, per tant, també p.
Aquest resultat entrarà en contradicció amb la hipòtesi que p no és constant i quedarà
provat que ha de tenir un zero.
4) En la demostració farem servir que si f : R2 → R és una funció contínua tal que lim‖x‖→∞ ‖f(x)‖ =
0, aleshores està fitada.
DEMOSTRACIÓ:
Observem que f = 1/p és una funció tal que lim|z|→∞ f(z) = 0 degut a que lim|z|→∞ |p(z)| =
∞ per ser p no constant.
Si suposem que p no té zeros tenim que f és entera. Per la consideració 4) obtenim que f
està fitada. Aleshores, pel teorema de Liouville, f és constant.
Això implica que p també és constant però una de les hipòtesis de l’enunciat del teorema
fonamental de l’àlgebra és precisament que p no ho és. Per tant hem arribat a contradicció
amb la suposició que p no té cap zero i hem acabat.
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4.9 Demostració amb les equacions de Cauchy-Riemann
TEOREMA FONAMENTAL DE L’ÀLGEBRA:
Tot polinomi complex no constant p(z) = anzn + an−1zn−1 + . . .+ a1z + a0
té una arrel complexa.
Simplificacions i consideracions prèvies a la demostració:
1) Les funcions de R2 en R que tendeixen a zero quan ‖x‖ → ∞ estan fitades.
2) En aquesta demostració, veure [1], farem servir les equacions de Cauchy-Riemann per a
funcions reals, considerant les funcions complexes com funcions de R2
p(x+ iy) = u(x, y) + i v(x, y),
tenint en compte que les parts reals i imaginàries de p compleixen
ux(x, y) = vy(x, y), vx(x, y) = −uy(x, y).
Entenent ux, uy, vx, vy com les derivades parcials de les funcions u, v respecte les variables
x, y.
3) El mètode que farà servir la demostració consistirà en suposar que p no té cap zero i arribar
a contradicció. Per fer-ho treballarem amb la funció f = 1/p. Si p no té zeros f serà
entera. Llavors veurem que en aquest cas f ha de ser necessàriament la funció zero,
resultat que entrarà en contradicció amb la seva construcció.
DEMOSTRACIÓ:
Dividim la demostració en tres passos que enunciarem i provarem com lemes:
Lema 1: Sigui w : R2 → R2 una funció de classe C2 tal que assoleix un màxim en (x0, y0),
aleshores el seu laplacià compleix ∆w(x0, y0) := wxx(x0, y0) + wyy(x0, y0) ≤ 0.
Demostració del Lema 1: Considerem les funcions reals d’una variable definides com x 7→
(x, y0) i y 7→ (x0, y), les quals assoleixen un màxim en x0 i y0 respectivament.
Degut al criteri de la segona derivada amb màxims de funcions, tenim que wxx(x0, y0) ≤ 0 i
wyy(x0, y0) ≤ 0. Si sumem aquestes dues derivades parcials obtenim el resultat que buscàvem.

Suposem ara que f és una funció holomorfa en C. Aleshores tenim que la part real i
imaginària de f compleixen les equacions de Cauchy-Riemman, és a dir, si z = x+ iy
f ′(z) = ux(x, y) + i vx(x, y) = vy(x, y)− i uy(x, y)
Ara veiem com es comporten les equacions de Cauchy-Riemman amb f ′(z) = ux(x, y) +
i vx(x, y):
uxx = (ux)x = (vy)x = (vx)y = −(uy)y = −uyy,
vxx = (vx)x = −(uy)x = −(ux)y = −(vy)y = −vyy.
Per tant tenim f ′′(z) = uxx(x, y) + i vxx(x, y) = −uyy(x, y)− i vyy(x, y).
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Fixem-nos que si igualem la part real i imaginària de f ′′ obtenim ∆u(x, y) = ∆v(x, y) = 0.
Llavors podem enunciar el següent lema:
Lema 2: Sigui f : C→ C una funció entera, aleshores compleix ∆(|f(z)|2) = 4|f ′(z)|2.
Demostració del lema 2: Sigui f(z) = u(x, y) + i v(x, y), amb z = x + iy. Aleshores
considerem w(x, y) := |f(z)|2 = u(x, y)2 + v(x, y)2.
Tenim llavors
wx(x, y) = 2uux + 2vvx, wxx = 2uuxx + 2(ux)2 + 2vvxx + 2(vx)2,
wy(x, y) = 2uuy + 2vvy, wyy = 2uuyy + 2(uy)2 + 2vvyy + 2(vy)2.
Com ∆u = ∆v = 0 obtenim que
∆w = 2(ux)2 + 2(vx)2 + 2(uy)2 + 2(vy)2 = 4(ux)2 + 4(vx)2. (4.25)
Ara volem veure que 4|f ′(z)|2 pren la mateixa expressió:
4|f ′(z)|2 = 4[(ux)2 + (vx)2] = 4(ux)2 + 4(vx)2. (4.26)
Per tant, a partir de les igualtats (4.25) i (4.26), obtenim el resultat de l’enunciat i ja hem
acabat.

Comentari 1: Si f és holomorfa en un obert D, aleshores el lema 2 també es cert per tot
z ∈ D.
Lema 3: La única funció entera f tal que lim
|z|→∞
|f(z)| = 0 és la constant nul·la.
Demostració del lema 3: Sigui d ∈ C no nul. Definim aleshores la funció entera wd(z) =
|f(z)|2 + |f(z + d)|2.
Aleshores, com que wd(z)→ 0 quan |z| → ∞ tenim que està fitada i, per tant, té un màxim
wd(z0), z0 ∈ C.
Pels lemes 1 i 2 observem el següent:
∆wd(z0) = ∆(|f(z0)|2) + ∆(|f(z0 + d)|2) = 4|f ′(z0)|2 + 4|f ′(z0 + d)|2 ≤ 0.
Però com 4|f ′(z0)|2 + 4|f ′(z0 + d)|2 ≥ 0 tenim que ∆wd(z0) s’anul·la i, conseqüentment
|f ′(z0)| = |f ′(z0 + d)| = 0.
Degut a que aquest resultat és cert per tot d ∈ C no nul, podem deduir que f ′ és nul·la
arreu. Per tant, f és constant arreu i la única funció d’aquest tipus que tendeix a zero quan
|z| → ∞ és f ≡ 0.

Un cop enunciats els tres lemes podem provar el teorema fonamental de l’àlgebra.
Considerem la funció f = 1/p. Si p no té cap zero tindrem que f és entera. A més, com p
és un polinomi no constant tenim que f(z)→ 0 quan |z| → ∞.
Aleshores, pel lema 3, obtenim que f és idènticament nul·la, el qual entra en contradicció
amb la seva construcció. Per tant p té un zero i hem acabat.

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4.10 Demostració amb la projecció estereogràfica
TEOREMA FONAMENTAL DE L’ÀLGEBRA:
Tot polinomi complex no constant p(z) = anzn + an−1zn−1 + . . .+ a1z + a0
té una arrel complexa.
Simplificacions i consideracions prèvies a la demostració:
1) Aquesta demostració, veure [1], utilitzarà elements de topologia i varietats diferenciables,
com la projecció estereogràfica des del punt nord de l’esfera: h+ : S2 \ {(0, 0, 1)} →
R2 × {0} ⊂ R3.
2) Definim la funció f : S2 → S2 com:
f(z) =

(h−1+ ph+)(z) z 6= (0, 0, 1)
(0, 0, 1) z = (0, 0, 1)
3) El mètode que farem servir en aquesta demostració és veure que #f−1 és una funció constant
no nul·la. Per tant, degut a la construcció d’f , obtindrem que el polinomi p és exhaustiu.
Aquest resultat és suficient per provar el teorema fonamental de l’àlgebra.
DEMOSTRACIÓ:
Primer de tot observem que la funció f és C∞ en tot S2.
En efecte, la funció f és C∞ fora d’un veïnat de (0, 0, 1) per construcció. Veiem que en
aquest cas també ho és.
Sigui h− la projecció estereogràfica des del pol sud de l’esfera. Definim aleshores la funció
Q : C→ C de la forma Q = h−fh−1− .
Es pot calcular que h+h−1− (z) =
z
|z|2 =
1
z
. Llavors tenim:
Q(z) = (h−fh−1− )(z) = (h−h−1+ ph+h−1− )(z) = 1/p(1/z) =
1/(an(1/z¯)n + an−1(1/z¯)n−1 + . . .+ a1(1/z¯) + a0) =
zn
an + an−1z + . . .+ a0zn
Com que Q és C∞ en un veïnat de zero es dedueix que f = h−1− Qh− és C∞ en un veïnat de
(0, 0, 1).
Enunciem i provem un lema que ens servirà per veure que #f−1 és constant:
Lema: Siguin M, N dues varietats on dimM = dimN i M és compacte. Si f : M → N
és una aplicació C∞ i y ∈ N és un valor regular de f , aleshores #f−1(y) és finit i localment
constant.
Demostració del lema: Sigui x un punt regular, aleshores pel teorema de la funció inversa
poden definir un difeomorfisme en un veïnat obert d’x en M sobre un obert de N . Per tant, si
y és un valor regular, poden definir per a cada element de la seva antiimatge un difeomorfisme
local.
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Veiem ara que si M és compacte i y ∈ N és un valor regular, aleshores f−1(y) és un conjunt
finit. Degut a que f−1(y) és un tancat dins d’un espai compacte M tenim que és compacte.
A més a més f−1(y) és discret ja que f és injectiva sobre un veïnat d’x ∈ f−1(y). Aleshores,
com que f−1(y) és compacte i discret, és finit. Per tant també ho és #f−1(y).
Volem veure ara que #f−1(y) no només és finit sinó que és localment constant. És a dir,
volem veure que existeix un veïnat V ⊂ N que conté y tal que #f−1(y′) = #f−1(y) per tot
y′ ∈ V .
Siguin x1, x2, . . . xk els elements de f−1(y). Agafem oberts d’aquests elements disjunts dos
a dos U1, U2, . . . Uk els quals són difeomorfs a oberts V1, V2, . . . Vk en N . Considerem aleshores
el conjunt
V = V1 ∩ V2 ∩ . . . ∩ Vk \ f(M \ U1 \ . . . \ Uk)
.
Aquest conjunt V és no nul ja y ∈ V per construcció i és obert ja que és el resultat
d’intersecar un nombre finits d’oberts i després treure-li un conjunt tancat que no conté la
intersecció d’aquests oberts.
Per tant tenim que els elements de V tenen exactament una antiimatge per cada Vi, i =
1 . . . n i cap altra més.

Comentari: Observem que, com a conseqüència, si N és connexa aleshores #f−1 és constant.
A partir del lema volem demostrar el teorema fonamental de l’àlgebra. De fet provarem un
resultat més estricte: la imatge de p és C.
Aquest enunciat és equivalent a dir que #f−1(y) és no nul per tot y ∈ C. Conseqüentment
#f−1 és una funció constant no nul·la.
Fixem-nos que f només té un nombre finit de punts crítics, ja que p′ s’anul·la en un nombre
finit de punts per ser p no constant. Aleshores el conjunt de valors regulars de f és una esfera
sense un nombre finit de punts, el qual és connex.
Sabem que la funció f és C∞ i l’esfera sense aquests punts és connexa. Llavors, degut al
lema anterior, la funció #f−1 és localment constant. Però com que està definida en un conjunt
connex tenim que és constant arreu.
Com que #f−1 no pot ser zero arreu perquè això significaria que la imatge del polinomi p
és buida, s’obté que no és zero en cap punt.
Per tant f és una funció exhaustiva sobre S2 = {valors regulars} ∪ f({punts crítics}). Per
tant p també ho és i, en concret, el zero té una antiimatge.

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